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Résumé

L’objet de la théorie des probabilités est de fournir des modéles mathématiques permettant 1’étude
d’expériences dont le résultat n’est pas connu ou ne peut pas étre prévu avec une totale certitude.
Le résultat précis de ces expériences n’est en général pas prévisible. Toutefois, 'observation et/ou U'intuition
aménent souvent & prévoir certains comportements. Par exemple, si on jette 6000 fois un dé a 6 faces, on
s’attend a ce que le nombre total de 4 soit voisin de 1000. La théorie des probabilités permet de donner un
sens mathématique rigoureux & ces constatations empiriques.
En aval des probabilités se trouve la statistique qui permet de confronter les modéles probabilistes & la réalité
observée.
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1 Introduction et rappels, espaces de probabilités

1.1 Vocabulaire et exemples
On s’intéresse & une expérience aléatoire, c¢’est-a-dire dont on ne connait pas le résultat de maniére certaine.

Définition 1.1.0.1. On appelle expérience aléatoire toute expérience £ conduisant, selon le hasard, & plusieurs
résultats possibles. On appelle univers associé & £ ’ensemble ) de tous les résultats possibles de £.

Exemple 1.1.0.2. (1) L’expérience £ consiste a lancer un dé, on a alors = {1,...,6} qui est fini.

(2) L’expérience £ consiste a jouer a pile ou face jusqu'a lobtention d’un pile, on a alors Q = {P, FP, FFP,
FFFP,...} quiest infini dénombrable.

(3) L’expérience £ consiste a évaluer la durée de vie d’une étoile dans notre galaxie, on a alors Q = 10, +00[ qui
est infini non dénombrable.

Un élément w de § sera appelé réalisation de ’expérience ou évenement élémentaire. Un sous-ensemble A
de Q sera appelé un événement.

Exemple 1.1.0.3. Dans (1), si on pose ’événement A : « on obtient un nombre pair », on a alors A = {2,4,6}.
Dans (2), si on pose I’événement B : « obtient pile en moins de trois lancer », on a alors B = {P, FP, FFP}.

L’ensemble des événements sera soit P(2) ensemble des parties de €2, soit un sous-ensemble A4 de P(12)
appelé tribus (que l'on définira un peu apres).
1.2 Rappels sur les ensembles

On associe les événements & des sous-ensembles de 2. Soit A, B des événements :
e AU B : A ou B est réalisé.
e An B: A et B sont réalisés.
e A" (ou A) : A n’est pas réalisé.

Définition 1.2.0.1. On dit que A et B sont disjoints ou incompatibles si A n B = &. De plus, si (An)neN., €st
une suite d’événements, alors :

(i) U An = «au moins un des événements est réalisé ».
n=1

(ii) ) An = «tous les événements sont réalisés ».
n=1

Proposition 1.2.0.2 (REGLES DE CALCUL). Pour A, B,C des événements, on a :
(i) An(BuC)=(AnB)u (An C) et plus généralement on a

An (UB") = U(AmBn).
n=1 n=1
(i) Au(BnC)=(Au B)n (Au () et plus généralement on a
Av (mBn) = ﬂ(AuBn).

n=1 n>=1

(iii) (A n B)* = A" U BC et plus généralement on a

(N4 =4
(iv) (Au B)t = A® ~ B® et plus généralement on a

(Uan)" =4
(v) (49" = A.

Démonstration. 11 suffit de procéder par double inclusion (exercice). O
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1.3 Tribus, mesures de probabilités
On note P(Q2) 'ensemble des parties de §2. Un sous-ensemble A de P () est un ensemble de parties de .

Définition 1.3.0.1. Soit A un sous-ensemble de P(2). On dit que A est une tribu (ou o-algébre) si :

(i) Qe A;

(ii) A est stable par passage au complémentaire : si A € A, alors A e A;

(iii) A est stable par réunion dénombrable : si (A4, )nen est une famille dénombrable d’ensembles de A, alors

U A, e A
nelN
Le couple (£2,.4) est appelé un espace mesurable ou espace probabilisable.

Dans une tribu, toutes les opérations finies ou dénombrables d’union, d’intersection et par complémentaire
sont autorisées. De plus, ona @€ Acar @ = Q. Si A, Be A, alors AUB=AuBu@u---€ A

Dans la suite, ’ensemble des événements A associés & une expérience sera toujours une tribu. En particulier,
si A # P(Q), alors certaines parties de {2 ne sont pas des événements aléatoires et donc on ne pourra pas calculer
leur probabilité.

Proposition 1.3.0.2. Une tribu A est stable par intersection dénombrable.

Démonstration. On a (A B)® = A® U B*, donc An B = (AC v BC)C. Si on considére une suite d’événements

aléatoires (A, )n>1 € A, alors
c
ﬂAn—<UAEL> eA.

n=1 n=1

O

Exemple 1.3.0.3. (1) L’ensemble {&, )} est une tribu appelée tribu triviale ou grossiére, c’est la plus petite
tribu.

(2) L’ensemble P(Q2) est toujours une tribu (appelé tribu discréte), c’est méme la plus grande tribu, elle contient
toutes les autres.

(3) Si Ac Q, alors A = {@, A, A®, Q} est la plus petite tribu contenant A.

Définition 1.3.0.4. Une partition (B;);c; de € est un ensemble de parties de €2 tel que :
(i) pour tout i € I, B; est non vide;
(ll)ZijﬁBzﬁszg,
(i) Y B; = .

iel

On prendra toujours I finie ou dénombrable. Remarquons que A = { UBiy; JclI } est une tribu sur .

i€
Par convention, | J B; = @.
€D
On peut facilement montrer que A est une tribu et de plus :

c
< U Bi> = U B;.
ieJ ie(I\J)
On dira que A est la tribu engendrée (comme définie ci-aprés) par B = {B;; i € I}.
Proposition 1.3.0.5. Toute intersection de tribus est une tribu.
Démonstration. (exercice) Remarquer que A; n Ay = {4 € P(Q) tel que A€ Ay et A€ As}. O

Définition 1.3.0.6. Soit A un sous-ensemble de P(Q2). On appelle tribu engendrée par A, notée o(A), la plus
petite tribu contenant A.

On voit que o(A) existe toujours. C’est 'intersection de toutes les tribus contenant A (U'intersection se fait
sur au moins un élément car P({2) est une tribu contenant A).

Remarque 1.3.0.7. Si Q) est fini ou dénombrable, toute tribu est engendrée par une partition.
Exemple 1.3.0.8. Si A est une partie de €2, alors
oc({A}) = {2, 4, 4,9} et o({A A})={2,4,40Q}.

Si Q est discret (fini ou dénombrable), on pourra toujours prendre A = P(Q). Si Q = RY, il faut faire plus
attention.
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Proposition 1.3.0.9. La tribu borélienne de RY, notée B(Rd) est la tribu engendrée par les ensembles ouverts
de R?. Elle coincide avec :

e la tribu engendrée par les ensembles fermés de RY;

e la tribu engendrée par les pavés [ag,by] X - - - [ad, bal;

e la tribu engendrée par les pavés [ag, by[ X d,bal;
e la tribu engendrée par les pavés |ay,by]| x ag,bal;
e la tribu engendrée par les pavés |aq, by x - ag, bal ;
e la tribu engendrée par les ensembles [ay, +oo[ X+ X [ag, +0].

Remarque 1.3.0.10. Bien sir, B(R?) # P(RY).

|_n_:,—‘

Définition 1.3.0.11. Soit (£2,.4) un espace mesurable ou probabilisable. On appelle probabilité sur (92, A) toute
application P: A — [0, 1] telle que :
(i) P(Q2) =1;

(ii) Pour toute famille (A, )nen d’ensembles de A deux & deux disjoints, on a :

P( U An) = ). P(4,).

neN neN
Un triplet (£2, 4, P) est appelé espace probabilisé ou espace de probabilité.

Remarque 1.3.0.12. (1) Une probabilité est une mesure positive de masse totale égale a 1.
(2) Remarquons également que P(Qu @u---u @) =P(Q) =1et

+ > P(Ay) = (Vn >2) P(4,) =0

n=2
donc P(@) = 0.
Dans toute la suite, on se place dans un espace de probabilité (2, A, P) donné.

Proposition 1.3.0.13. Soit (Q2,.A,P) un espace de probabilité, A, B € A, (A,)nen une famille dénombrable
d’ensembles de A. (i) On a P(A%) =1 —P(A).
(ii) On a P(A) = P(An B) + P(A n BY).

(iii) Si A B, alors P(A) < P(B).

(iv) On a P(A uB)=P(A)+P(B)-P(An B).
(v)OnaP( | 4,) < X P(4,).
(
(

neN neN
vi) Si (Ap)neN est croissante, i.e. A, < A,41, alors on a P ( U An) = lim P(A4,).

neN n—+ao0

vii) Si (Ay)nen est décroissante, alorsona P ( [ 4,) = lim P(4,).
neN n—+®

Démonstration. (i) Ona 1 =P(Q) = P(A U A%) = P(A) + P(A") car I'union est disjointe.
(ii)Ona A=An (BuB® =(An B)uU (AN B et I'union est disjointe.
(iii) On a B = (B n A) U (B n A°) et I'union est disjointe. On a donc

P(B)=P(BnA) +PBnAY=PA) +P(Bn A" =>P(A).

(iv ) OnaAuB = Au (Bn A%, donc P(Au B) = P(A) + P(B n A%). De plus, on a également B =

(BnA)u (Bn A%, donc P(Bn A%) = P(B) — P(An B).

(v) On suppose le point (vi) prouvé. On pose B,, = | J A;. Comme B,, = B,_1 U A,, onaP(B,) <P(B,_1)+
i=0

P(A,) et par récurrence immeédiate,

P(B,) < i P (4;) < +ZOOP(A
i=0 i=0

Comme (B, )neN est croissante, le point (vi) donne également

Jlim P(B,) =P < U Bn) =P < U An>.

neN neN

(vi) On définit une suite d’événements (C,)nen par Co = Ag, C,, = A\A,—1 := A, n (A,_1)" pour n > 1.
L’ensemble des (C),)nen est ainsi une suite d’événements, deux a deux disjoints, vérifiant

= O C; et P(A,) = Y P(Cy).
i=0 i
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On a alors

P (}%AO =P (nUNC") = T;\IP(Cn) = nlilllwgp(oi) = lim P(4).

(vii) Il suffit de passer au complémentaire pour utiliser le point précédent : on pose B,, = A,, pour tout n € N.

L’ensemble des (B, )nen est une suite croissante, donc on a P ( U Bn) = lirf P(B,). Ainsi,
neN n—+00

P <nngn> -P <ng\1An> o (Q\IA”) -1-P (Q\IA”>
“ lim P(B,)= lim P(4,)=1— lim P(4,).

n—+o0 n—+0o0 n—+00

O

Une question naturelle est de savoir s’il est toujours possible de définir un espace de probabilité a partir
d’un espace probabilisable, c’est-a-dire : peut-on toujours construire au moins une mesure de probabilité sur un
espace probabilisable ? Si ) = &, alors cela n’est pas possible car on doit alors avoir P(Q) = 1 et P(&) =0, ce
qui n’est pas compatible. Par contre, si {2 est non vide, c’est effectivement toujours possible de créer une mesure
de probabilité de type "Dirac". En effet, prenons z € €1, alors la mesure suivante

1 sizeA
0 sinon

P,:Ac A~ {
est une mesure de probabilité.

1.4 Probabilité uniforme

On suppose dans cette partie que 2 est fini ou dénombrable. On choisit alors pour tribu des événements

A="P(9).

Proposition 1.4.0.1. La formule
P(A) = Y g (vAeP(Q)
weA
deéfinit une probabilité P sur (2, P(Q)) dés que la famille de nombre réels (p,,),eq vérifie :
(i) pw € [0, 1] pour tous les w € Q;

(i) X po =1
we)

Inversement, toute probabilité P sur (Q,P(€2)) est de cette forme : il suffit de poser p,, := P({w}) pour tout
we .

Démonstration. e Le sens direct est laissé en exercice.

e Pour le sens réciproque, tout A € P(Q) s’écrit A = | J {w} (union disjointe finie ou dénombrable), donc on a
weA

directement P(A) = ;AP({OJ}). O

Remarque 1.4.0.2. La proposition 1.4.0.1 est fausse si {2 n’est pas dénombrable.

Définition 1.4.0.3. Soit P une probabilité sur (€2, P(€2)) avec € fini. On dit que P est la loi uniforme sur € si
toutes les épreuves w € ) sont équiprobables : i.e.

1
Pu, = @
En particulier, on a
P(A) = |é| (VAc Q).

Remarque 1.4.0.4. (1) Le calcul des probabilités se raméne ici & un simple calcul de dénombrement. On a

P(A) - nombre de cas favorables

nombre de cas possibles

(2) Si Q est dénombrable infini, il n’existe pas de probabilité uniforme.
(3) « au hasard » signifie qu’on munit (2, P(2), P) avec P uniforme.
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2 Probabilités conditionnelles, indépendance

Dans toute la suite on se place dans un espace de probabilité (92, A, P).

2.1 Définition

On suppose que 'on a 'information supplémentaire suivante : I’événement B est réalisé. On souhaite alors
modifier la mesure de probabilité P pour tenir compte de cette nouvelle information.

Définition 2.1.0.1. Soient A, B € A tels que P(B) > 0. On appelle probabilité conditionnelle de A sachant B,
le nombre réel
P(An B)

PUIB) = =55

On peut également utiliser la notation P (A).

On sait que le résultat w de notre expérience est dans B. Sachant cela, on cherche & savoir la probabilité
que A se réalise.

Exemple 2.1.0.2. Si on pose Q2 = « ensemble des jours de 2022 » (muni de la tribu P(Q2) et P uniforme) et
A = «1ensemble des jours ou la température a été supérieur & 10 degrés a4 une heure donnée et & un point

donné », on a donc P(A) = % (proportion annuelle). Si de plus, on pose B = « I’ensemble des jours du mois

de janvier », alors
(AnB) |AnDB] " 12  |An B|

P
P(A[B) =
P(B) €2 |B| |B|
(proportion mensuelle).
Proposition 2.1.0.3. Soit B € A tel que P(B) > 0. L’application
P(:|B): A—[0,1]
A— P(A|B)

est une mesure de probabilité sur (2, .4).

Démonstration. e Pour tout A€ A, on a An B < B, donc P(A|B) € [0,1].
e De plus, P(Q|B) = 28 — 1,

P(B)
e Enfin, si (4, )nen est une famille d’événements aléatoires deux a deux disjoints, on a
P((U 4.)nB) P(U (4.0 B))
P(A, n B)
P< An|B> = —=ne8 = —=0 = > = = ) P(4,|B).
Y P PE & PB X

Remarque 2.1.0.4. (1) On a P(B|B) = 1, donc P(B"|B) = 0.

(2) (A|B) ne veut rien dire. En particulier, ce n’est pas un événement !

(3) Conséquences : P(A'|B) =1 —P(A|B), P(Au C|B) = P(A|B) + P(C|B) — P(A n C|B), etc...
2.2 Formules usuelles

2.2.1 Formule des probabilités composées

Théoréme 2.2.1.1 (FORMULE DES PROBABILITES COMPOSEES). (i) Soient A, B € A avec P(A) > 0. On a la
formule des probabilités composées suivante :

P(An B)=P(A)P(B|A).
(ii) Plus généralement, soient n > 2 et Ay,..., A, € A tels que P(A; n---nA,_1) > 0. On a alors
P(Al NN An) = P(Al) P(AQ‘Al) s P(An‘Al NN An—1)~

Remarque 2.2.1.2. Comme pour tout 1 < k <n—1,(A1n---nA,_1) € (A1n---nAg),alors P(A1n---nAg) >
0 et donc les probabilités conditionnelles précédentes sont bien définies.
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Démonstration. Montrons le second point par récurrence sur n, le premier point correspond & n = 2. Pour
n = 2, le résultat découle directement de la formule des probabilités conditionnelles. Supposons le résultat vrai
pour n = 2. On a alors

PAIn---nAp)=PA1n- - nA)P(A1|A1n -0 Ay)
puis on conclut grace a 'hypothése de récurrence. O

Le premier point du théoréme 2.2.1.1 peut sembler & premiére vue inutile car il s’agit d’une simple réécriture
de la définition 2.1.0.1. En fait il n’en est rien, les deux formules ont leur intérét en pratique. Dans certaines
situations, on connait la probabilité de I'intersection de deux événements et on calcule la probabilité condition-
nelle, tandis que dans d’autres situations on connait la probabilité conditionnelle et on en déduit la probabilité
de l'intersection de deux événements.

Exemple 2.2.1.3. On prend 2 urnes, 'une avec 2 boules blanches et 1 rouge, 'autre avec 2 boules rouges et
1 blanche. On choisit au hasard une urne. Une fois 'urne choisie, on tire au hasard une boule. On pose les
événements :

e Ay : on a choisi I'urne 1;

e A, : on a tiré une boule rouge.

On a donc P(Al N Ag) = P(A2|A1) P(Al) =
2.2.2 Formule des probabilités totales

Théoréme 2.2.2.1 (FORMULE DES PROBABILITES TOTALES). (i) Soient A, B € A tels que 0 < P(4) <1, on a
P(B) = P(A)P(B|A) + P(A") P(B|AY).
(ii) Plus généralement, si (A,)1<n<n est une partition de €2 avec P(A,,) > 0 pour tout n < N, on a

P(B) = ) P(4,)P(B|4,).

n<N

Démonstration. On a |J A, = Q et la réunion est disjointe, donc
n<N

P(B) =P(Bm < U An>> =P( U (BmAn)) - Z P(BnA,).
n<N n<N n<N
Il suffit alors d’utiliser la formule des probabilités composées pour conclure. Le premier point se traite de la
méme fagon car {A, A%} est une partition de Q. O
2.2.3 Formule de Bayes
Théoréme 2.2.3.1 (FORMULE DE BAYES). (i) Soient A, B € A tels que 0 < P(A) <1et P(B)>0,0n a

P(A) P(B|A)
P(A)P(B|A) + P(AY) P(BJAT)

P(A|B) =

(ii) Plus généralement, si (A,)1<n<n €st une partition de 2 avec P(4,,) > 0 pour tout n < N et P(B) > 0, on
a

P(A) P(B|A)
S, P(4,) P(BlA,)

n<N

P(A4B) = (VE < N).

Démonstration. Pour tout k < N, on a

P(A|B) = P<;}'E ;)B> _ PM%&J)BM@

et on applique la formule des probabilités totales pour conclure. Encore une fois, le premier point se traite de
la méme fagon. O

Exemple 2.2.3.2. On reprend notre expérience des 2 urnes. Sachant que 1’on a tiré une boule rouge, quelle est
la probabilité que 'on ait choisi la premiére urne? On a :

PRI = B TP (A4, + P PAAT) ~ 125 1/3+1/2 28 &
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2.3 Evénements indépendants
Heuristique : A est indépendant de B si P(A) = P(A|B).

Définition 2.3.0.1. Soient A, B € A.
(i) A et B sont indépendants si
P(An B)=P(A)P(B).

(ii) 44,..., A, sont deux & deux indépendants si pour tout i # j,

(iii) Aq,..., A, sont mutuellement indépendants si pour tout J < [[1,n]] avec |J| = 2,
P (ﬂ Ai> =[[P).
ieJ ieJ

Remarque 2.3.0.2. (1) La notion d’indépendance est différente de la notion d’incompatibilité.
En particulier, si A et B sont incompatibles (i.e. disjoints), alors P(A n B) = 0.
(2) Si A, B € A sont indépendants avec P(B) > 0, alors on a

P(AnB) P(AP(B)

PUIB) = =55 = @ ~ PA

(3) On peut trouver Aj, Ay, A3 deux a deux indépendants mais pas mutuellement indépendants.

Proposition 2.3.0.3. Soient A,B € A. Si A et B sont indépendants, alors A et BY, A’ et B, A’ et B® sont
également indépendants.

Démonstration. Par symétrie, il suffit de montrer que A et B® sont indépendants. On a P(A4) = P(A n B) +
P(A n BY), donc

P(An B') =P(4) - P(A)P(B) = P(A)(1 - P(B)) = P(A) P(B").
O
Proposition 2.3.0.4. Soient (A,,),<y une famille d’événements de A deux a deux disjoints et soit B € A. Si

pour tout n < N, A,, et B sont indépendants, alors |J A, et B sont é¢galement indépendants.
n<nN

Démonstration. On a

P(( U An)mB> —P< U(Ant)>_ Z P(A, n B)

n<N n<N n<N

= > P(4,)P(B) :P< U An> P(B).
n<N n<N
Exemple 2.3.0.5. Soit = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}, A =P(£) et P une probabilité uniforme. Posons
A ={(0,0),(0,1)} Az = {(0,0),(1,0)} A3 = {(0,0), (1, 1)}.

On a donc

P(4) = P(4) = P(45) = 2 =
P(A; nAy) =P(A1 n A3) =P(A2n A3) = i
P(Al M A2 M Ag) = i #* % = P(Al)P(AQ)P(Ag)

donc Ap, As, A3 ne sont pas mutuellement indépendants. Si on prend A4 = {(0,1),(1,0)}, on voit bien que
Ajq, Ag, Ay sont deux & deux indépendants. De plus, A; n As n Ay = &, donc ils ne sont également pas mutuel-
lement indépendants.
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3 Variables aléatoires

3.1 Rappels et définitions

Commencgons par quelques rappels de théorie de la mesure.

Définition 3.1.0.1. Soit (E, . A) et (F,B) deux espaces mesurables. On dit qu’une fonction f: (F, A) — (F,B)
est mesurable si pour tout B € B, on a f~!(B) € A, en rappelant que

fYB) ={acFE; f(a)e B}.

Remarque 3.1.0.2. (1) Si A = P(E), toute application f: (E,A) — (F,B) est mesurable.
(2) On a stabilité de l'intersection et de l'union par image réciproque :

4By nBy) ={a€E; f(a)e By n By}
={a€e E; f(a)e Bi} n{a€ E; f(a) € Ba}

=[N (B1) 0 [TH(B2)

f7'(B1 U By) ={a€ E; f(a)€ By u By}
={acE; f(a)e Bi}u{ac E; f(a) € Ba}
= f7N(B1) v fTH(B).

Cependant, par image direct, il y a une légére subtilité. Rappelons d’abord que

f(A1))={be F; (Jae A1) f(a) =0}

donc on a

f(A1 v Az) = f(A1) U f(A2) et f(A1n Az) & f(A1) N f(A2).
On rappelle que 1'on se place dans un espace de probabilité (2,4, P).

Définition 3.1.0.3. Soit (F, B) un espace mesurable. On appelle variable aléatoire (v.a. en abrégé) définie sur
(Q, A, P) et a valeurs dans F, toute application mesurable X: Q — F, c’est-a-dire que pour tout B € B, on a
X~YB) € A. On appelle variable aléatoire réelle une variable aléatoire a valeurs dans (R, B(R)). On appelle
vecteur aléatoire réelle une variable aléatoire a valeurs dans (R%, B(R?)).

Remarque 3.1.0.4. Soit X une variable aléatoire réelle. On utilisera les notations suivantes :
e« (X —a} = X({a}) = {we & X(w) = a};

e {Xelab]}={a<X<b}=X"1a,b]) :={w €Q; X(w)e][a,b]};

e (X <t} = X —o0,1]);

e {XeB}=XYB).

Proposition 3.1.0.5. (i) Soit X un vecteur aléatoire réel et h: R — R? une fonction mesurable. L’ensemble
h(X) est alors un vecteur aléatoire réel.

(ii) X = (X1,...,X,) est un vecteur aléatoire réel si et seulement si chacune de ses composantes X; est une
variable aléatoire réelle.

Remarque 3.1.0.6. On a vu que B(R) coincide avec la tribu engendrée par les intervalles [a, b] avec a,b e R
et a < b. Ainsi, X est une variable aléatoire réelle si pour tout intervalle [a,b], {X € [a,b]} € A, i.e. {X € [a,b]}
est un événement aléatoire.

3.2 Loi de probabilité
3.2.1 Cadre général

Proposition-Définition 3.2.1.1. Soit X une variable aléatoire. On appelle loi de probabilité de X la mesure de
probabilité¢ Px définie sur (F,B) par Px(B) := P(X~1(B)) = P(X € B) pour tout B € B. C’est la mesure
image de P par X.

Démonstration. e Tout d’abord, Px est bien définie : en effet, si B € B, alors (X € B) € A, c’est a dire que
c’est un événement aléatoire, car X est une fonction mesurable. En particulier, P(X € B) a bien un sens.
e Px(B)=P(X e B)e|0,1].
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=P(XeF)=P(Q)=1.
)n>1 une famille disjointes d’éléments de B. On a alors

Py (gﬁ") =P (X—l (gl Bn>) =P (nng_l(Bn))'

La derniére union est disjointe car si w € X 1 (B;) n X~1(B;), alors X (w) € B; n B; = @. On a donc

P ( U X—I(Bn)> = > P(X(Bn) = ). Px(B

n>=1 n=>1 n=1

° PX(F)
e Soit (B,

O

Remarque 3.2.1.2. Puisque B(R) est engendré par les intervalles (ouverts, fermés, ...) et les ensembles du type
] — o0, t], la loi d’une variable aléatoire réelle est caractérisée par la donnée des valeurs : ¢ P(X € [a,b]), pour
tous a < b;

e P(X € ]a,b[), pour tous a < b;

e P(X <), pour tous t € R.

Lorsque ’on considére la loi d’une variable aléatoire, on s’intéresse aux valeurs que prend la variable aléatoire
et aux probabilités associées. Par contre, on oublie I'univers €2 : pour toute variable aléatoire réelle, on peut
calculer sa loi. Cependant, on ne peut pas reconstruire une variable aléatoire a partir de sa loi. En particulier,
deux variables aléatoires réelles qui ne sont méme pas nécessairement définies sur le méme univers, peuvent
avoir une méme loi!

3.2.2 Cas particulier des variables aléatoires discrétes

Définition 3.2.2.1. On dit que X est une variable aléatoire discréte si son voisinage X () est fini ou infini
dénombrable.

Plus généralement, s’il existe un ensemble discret (fini ou infini dénombrable) B < X () tel que P(X €
B) =1, on dit également que X est une variable discréte. On appelle alors support de X le plus petit ensemble
discret B vérifiant P(X e é) = 1. En pratique, on notera encore X (Q2) le support de X, ce qui est clairement
un abus de notation.

On peut alors prendre F' = X(Q2). On a F = {z;; 0 <i < N}, avec N € Nog ou N = 4+00. Comme F est
discret, on peut prendre B = P(F). La variable aléatoire X définit une probabilité Px sur ’ensemble mesurable
discret (F,B). On a vu au chapitre 1 comment caractériser une probabilité sur un ensemble discret :

Pour connaitre Py, il suffit de connaitre les

Px({z;}) =P(X =x2;) pour 0<i<N.

Proposition 3.2.2.2. Soit X une variable aléatoire discréte. La loi de X est caractérisée par : (i) X(2) =
{;; 0<i< N}avec NeN5gou N = +o0.
(ii) Px({z;}) = P(X = ;) pour 0 <i < N.
En particulier, pour A < R, on a
P(Xed) = ) PX

z;€A

Exemple 3.2.2.3. (1) Soit Q = {1,...,6} et P la probabilité uniforme. On pose X (w) = (w — 3)2. L’application
X est une variable aléatoire nécessairement discréte car €2 est discret. De plus, X (Q2) = {0,1,4,9}. On a alors

Px({0}) = P(X = 0) = P({3}) = 1/6,
Px({1}) = P(X =1) = P({2,4}) = 1/3,
Px({4}) =P(X =4) = P({1,5}) = 1/3,
Px({9}) = P(X =9) = P({6}) = 1/6.

(2) Soit © = [0,1] et P la mesure de Lebesgue sur §2. On pose X () = |2w]. On a X () = {0, 1,2}, donc X est
une variable aléatoire discréte. On a alors
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(3) On lance deux piéces équilibrées. On a Q = {w = (w1, ws); wi,w2 € {0,1}}. On considére la probabilité
uniforme sur 2. On note

e X : résultat du premier lancer de piece : X ((w1,ws)) = wy ;

e Y : résultat du premier lancer de piéce : Y ((w1,ws)) = wa.
On a X(92) = {0,1} et Y(Q) = {0,1}. De plus

PX=0=P(X=1)=P(Y =0=P(Y =1)=1/2.

Ainsi, X et Y ont méme loi mais X # Y. En effet, (X = Y) = «les deux piéces ont méme résultat » et
P(X=Y)=1/2

Remarque 3.2.2.4. On peut prendre §2 bien plus grand sans pour autant changer la loi de X et Y. Par exemple,
Q = {Résultats de tous les lancers de piéces depuis la nuit des temps}.

3.3 Espérance et variance d’une variable aléatoire
3.3.1 Espérance d’une variable aléatoire

Proposition-Définition 3.3.1.1. (i) Si X est une variable aléatoire réelle positive, alors ’espérance de X est
définie par la quantité, éventuellement infinie,

E[X]:= JQX(w) dP(w) e RT U{+0}.

(ii) Si X est une variable aléatoire réelle non nécessairement positive, alors U'espérance de X est définie unique-
ment si

mmﬂ:f X ()| dP(w) < +o

we

Dans ce cas, on dit qu’elle est intégrable et elle vaut E[X] € R.
Remarque 3.3.1.2. L’espérance de X n’existe pas toujours lorsque la variable aléatoire n’a pas de signe.

L’espérance de X correspond a la moyenne des valeurs que peut prendre X pondérées par la loi de probabilité
Px.

Proposition 3.3.1.3 (FORMULE DE CHANGEMENT DE VARIABLE). Si X est une variable aléatoire réelle telle
que E[X] existe, alors

E[X] = JQ X(w)dP(w) = JRydPX(y).

Proposition 3.3.1.4. On a les propriétés suivantes qui découlent des propriétés de I'intégrale de Lebesgue.

(i) (Positivité). Si X = 0, alors E[X] > 0, donc si X > Y, alors E[X] > E[Y].

(ii) (Linéarité). Soient a,b € R, X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace de probabilité,
alors E[aX + bY] = « E[X] + bE[Y].

(iii) E[1] = P(Q) = 1.

De plus, ’espérance d’une variable aléatoire ne dépend que de sa loi : deux variables aléatoires de méme loi, ont
méme espérance (si elle existe).

Proposition 3.3.1.5 (CAS DES VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES). Soit X une variable aléatoire discréte. (i)
Si X est positive, alors

E[X] = Z ; P(X = a;).
(ii) Si X est de signe quelconque et

Z |z | P(X = 2;) < +©0

z,€X(Q)
alors E[X] existe et

EX]= ) xP(X=ux).
Démonstration. La mesure Px est totalement déterminée par les Px({z;}) = P(X = z;). On note p(z;) =
Px({x;}). On a alors

Px = > p)d,

ZE,EX(Q)
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avec 0y, la mesure de Dirac. Ainsi, on obtient

fR €T; dpx(l'i) = Z xzp(xl)

z,€X(Q)

E[X]

Exemple 3.3.1.6. Soit Q = {1,...,6} et P la probabilité uniforme. On pose X (w) = (w — 3)2. On a alors
1
E[X]=0><P(X=O)+1><P(X=1)+4><P(X=4)+9><P(X=9)=Eg.
3.3.2 Formule de transfert

Proposition 3.3.2.1 (FORMULE DE TRANSFERT). Soit g: R — R une fonction mesurable et X une variable
aléatoire réelle. On pose Y = g(X). L’ensemble Y est alors une variable aléatoire réelle. Si {y |g(z)| dPx (z) <
+00, alors Y est intégrable et

E[Y] - | g(e)dPx (o).
R
Remarque 3.3.2.2. Si Y est positive, alors la formule précédente est vraie méme si I'intégrale vaut +oo.

La formule de transfert est trés utile en pratique car elle permet de calculer I'espérance de Y sans avoir &
déterminer sa loi.

Démonstration. On commence par supposer que g(z) = 14(x) avec A € B(R). On a alors

Elo(X)] = | 14(X()dP() = P(¥ € 4)

=Px(A) = JR 14(x)dPx(z).

Ensuite, on prend
n
g(@) = Y aila, (@)
i=1

avec a; € R et A; € B(R) pour tout i € [1,n]]. Par linéarité a droite et & gauche, on a

E[g(X)] = L S aila, (X (@) dP(w)
=1

= JR Z; il (z) dPx(z).

De plus, si on prend maintenant g > 0, alors g est limite d’une suite croissante de fonctions étagées toutes
positives. On obtient donc

E[g(X)] = jRgm dP x ()

par le théoréme de convergence monotone.
Enfin, si g est réelle quelconque, on écrit g = g1 — g— avec g+ = max(g,0) = 0 et g— = —min(g,0) > 0 puis on
procéde comme précédemment. O

Autre démonstration du théoréme de transfert. On commence par supposer que Y est a valeurs positive. Comme
onaY =g(X),laloideY (i.e. Py) est juste la mesure image de la loi de X (i.e. Px) par la fonction g. Ainsi,
on peut appliquer la formule de changement de variable pour obtenir

j g(2) dPx (z) = f ydPy(y) = B[Y]
R R

Dans le cas général, on considére d’abord |Y| = [g(X)| = §(X) avec § = |g|, puis on applique le résultat
précédent :

f lg(a)| AP x (x) = f ydPyy,(y) = E[Y]].
R R

Si §g l9(2)| dPx (z) < 400, alors Y est intégrable et ainsi la formule est encore vérifiée. O
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Regardons maintenant le cas particulier des variables aléatoire discrétes.

Proposition 3.3.2.3 (FORMULE DE TRANSFERT, CAS DISCRET). Soit g: R — R une fonction mesurable et X
une variable aléatoire réelle discréte. On pose Y = ¢g(X). L’ensemble Y est alors une variable aléatoire réelle
discréte.

(i) Si Y est positive, alors

EY]= ) g(z:) P(X =)

(ii) Si Y est de signe quelconque et que >, |g(z;)| P(X = x;) < +o0, alors on a
z;€X(Q)
EY]= ) g(x) P(X =ux).

Démonstration. Nous avons déja démontré la proposition dans le cas général, mais d’un point de vue péda-
gogique il peut étre intéressant de la redémontrer dans le cas discret. Soient X et Y deux variables aléatoires
réelles discrétes positives telles que X () = {z;; 0 <i < N} et Y(Q) = {y;; 0 <j < M}. On a alors

EY]= > 4P =y
y;€Y ()

Néanmoins, P(Y = y;) = P(X € g~ '({y;})) avec g~ ' ({y;}) = {zx € X(Q); g(zx) = y;}, donc
EY]= > yPXeg'(y})= D v >, PX =)

y;€Y(Q) y;€Y ()  zxeX(Q)
g(zr)=y;
= > Y g@)PX =m) = Y, g(m)P(X = ).
y; €Y (Q) z,eX(Q) zLeX (Q)
g(zr)=y;

O

Exemple 3.3.2.4. Reprenons I'exemple X (w) = (w —3)2. On pose D la variable aléatoire donnant la valeur du
dé. L’application D est a valeurs dans {1,...,6} et de loi uniforme : P(D = k) = 1/6 pour tout k € {1,...,6}.
19

E[X]=E[(D-3?*=(1-32?PD=1+2-3°P(D=2)+---+(6-3°P(D=6)= 5

Définition 3.3.2.5. Si E[X*] existe, E[X*] s’appelle le moment d’ordre k de X.
Remarque 3.3.2.6. E[XF] existe si X* > 0 ou X est intégrable.

Proposition 3.3.2.7. Si X est une variable aléatoire discréte a valeurs dans {z;; 0 < i < N} avec N € N ou
N = 4o et telle que E[|X*|] = Y |z|* P(X = x;) < +00 alors
0<i<N
EX*] = > 2fP(X =)

0<i<N

3.3.3 Variance d’une variable aléatoire réelle

Définition 3.3.3.1. Soit X une variable aléatoire de carré intégrable, i.e. E[X?] < 400. On appelle variance
de X, notée V(X), le nombre positif
V(X) = E[(X - E[X])’].
On appelle alors écart-type de X le nombre positif
o :=4/V(X).

Remarque 3.3.3.2. (1) V(X) = 0.

(2) La variance est une mesure de ’écart de la variable aléatoire & sa moyenne : plus la variance est petite, plus
la variable aléatoire a des valeurs concentrées prés de sa moyenne.

(3) V(X) = 0 si et seulement si X = E[X]| P-presque stirement, i.e. X constante P-presque siirement, il existe
ce R telle que P(X =¢) = 1.

(4) Si E[X?] < o0, alors E[X] existe. En effet, d’aprés l'inégalité de Holder :

E[|X| x 1] < E[|X|?]'? x E[1]'/? = E[|X]|]? < E[X?]

donc E[X?] < 4+ = E[|X]|] < 4 = E[X] existe. De maniére générale, si 1 < p < ¢, L'(Q,A,P) <
LP(Q, A, P).
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Proposition 3.3.3.3. Soit X une variable aléatoire de carré intégrable et a,b € R. On a
V(aX +b) =a®>V(X).

Démonstration. On a
V(aX +b) = E[(aX + b —E[aX + b])?]

= E[a*(X — E[X])?]

=ad’V(X).
O
Proposition 3.3.3.4. Soit X une variable aléatoire de carré intégrable. On a alors
V(X) = E[X?] - E[X]?
Démonstration. On a
E[(X — E[X])?] = E[X? - 2X E[X] + E[X]?]
= E[X?] - 2E[X E[X]] + E[E[X]?]
= E[X?] - 2E[X]? + E[X]?
= E[X?] - E[X]?
O

Proposition 3.3.3.5. Si X est une variable aléatoire discréte a valeurs dans {z;; 0 < i < N} avec N € N ou
N =+ et telle que E[|X|?] = Y |2:]>? P(X = 2;) < +00, alors

0<i<N

V(X)= > 2?P(X =) — ( > @iP(X = xi)>2.
0<i<N 0<i<N

3.4 Variables aléatoires indépendantes

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace de probabilité (2, A4, P).

X: (QAP) > (E1,B1) et Y:(Q,A4P)— (Es, Bs).

On peut considérer le vecteur aléatoire (X,Y): (2, 4, P) — (E; x E2, By x Bs) avec By x By la tribu produit.
Définition 3.4.0.1. On dit que X et Y sont indépendantes si P(x yy est la mesure produit Px x Py-.
Rappel. Si By € By et By € By, alors Px x Py (By x Bs) = Px(B1) Py (B3).

Regardons ce que cela donne concrétement pour les variables aléatoires discrétes.

Proposition 3.4.0.2. Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes a valeurs dans {z;; 0 < ¢ < N} et
{yj; 0 < j < M}. Les variables X et Y sont indépendantes si et seulement si, pour tout 0 < ¢ < N et
0<j<Mona

P(X = Ii,Y = y]) = P(X = JCZ) P(Y = y])

i.e. que (X = x;) et (Y = y;) sont des événements indépendants.
Plus généralement, on peut avoir également une notion d’indépendance pour plus de deux variables aléatoires.

Définition 3.4.0.3. Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace de probabilité.
On dit que ces variables aléatoires sont indépendantes si, pour tout n > 1, on a

Pix,. . x,)=Px; x-xPx, .

Dans le cadre discret, cela se traduit par : pour tout n = 1, pour tout z7 € X1(2),...,z, € X,(2), on a

P(X, =z1,...,X, =2,) = HP(Xi = z;).

i=1
Proposition 3.4.0.4. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes. Si XY est intégrable, alors
E[XY] = E[X]E[Y].

Plus généralement, soient f: R — R et g: R — R deux fonctions mesurables. Si f(X) et g(Y) sont intégrables,
alors E[f(X)g(Y)] = E[f(X)]E[g(Y)].
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Démonstration. Cas général : On a
E[f(X)g(Y)] = - f(@)9(y) dP (x v (2, y)

d’aprés le théoréme de la mesure image. En utilisant I'indépendance puis Fubini, on obtient alors

F@)9(y) dPxy () = j F(@)9(y) dPx () Py (y)
R? R?

- | f@ aPx(a) | o) aPy(w)
R R
= E[f(X)] E[g(Y)].
Cas discret : Soit Z = XY, alors Z(Q) = {z e R; (€ X(Q)) Qye Y () z = xy}. Soit z € Z(2), alors
P(Z=2)=P(XY =2)

= Z P(X =2Y =y)

2eX (Q),yeY ()
2=y

- ), PX=2)P{Y =y).

e X (Q),yeY ()
z=zY

Avec la loi de Z, on peut alors calculer son espérance.
EXY]=E[Z]= ) 2P(Z=2z)
2€Z(R2)

> Y wyP(X =2)P(Y =y)

2€Z(Q2) zeX(0),yeY (Q)

z=zYy
= ) wPX =2)P(Y =y)
zeX ()
yeY (Q2)
— Y 2P(X=2) Y yP(Y —y) - B[X]E[Y].
zeX (Q) yeY (Q)
O
Proposition 3.4.0.5. Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires. Pour tout n > 2, X;,..., X,, sont indé-
pendantes si et seulement si pour toutes fonctions mesurables hq, ..., h, : R — R positives ou bien bornées, on

' E Lljhi(Xi)] = ile[hi(Xi)].

Remarque 3.4.0.6. La proposition précédente implique que si (X, )nen est une suite de variables aléatoires
indépendantes et si (hy,)nen est une suite de fonctions mesurables réelles, alors
(hn(Xn))nen est une suite de variables aléatoires indépendantes.

Démonstration. e Le sens direct est évident.
e Réciproquement, Py, . x,) est caractérisée par les P(x, . x.)(A1 x - - x A,). On prend hi(z) = 14,()
avec A; € B(R) :

P(Xl,...,Xn)(Al X -+ X An) = HPXI(A1> = PX1®--~®PX”(A17...,An>.
=1

Proposition 3.4.0.7. Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, de carré intégrable, alors
V(X +Y)=V(X)+ V().

Démonstration. On a

V(X +Y) = E[(X +Y)*] - B[X + Y]
= V(X) + V() + 2E[XY] — 2E[X] E[Y]
= V(X) + V().
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3.5 Lois discrétes usuelles
3.5.1 Loi uniforme sur {1,...,n}

Définition 3.5.1.1. Soit n € N5g. On dit que X suit la loi uniforme sur {1,...,n} si X(Q) ={1,...,n} et
1
P(X =k)=— (Vke{l,...,n}).
n

On note X ~U({1,...,n}).

C’est la loi du tirage d’'un dé équilibré & n faces. On a

- 1 ¢ Inn+1) n+1
E[X|= =k)=— == —
[X]= ) kP(X = k) nZk ) 5
k=1 k=1
De plus,
E[X2] = Z RP(X = k) = ln(n+1)(2n+l) _ (n+1)(2n+1)
n 6
k=1
donc )
V(X):n_l
12

3.5.2 Loi de Bernoulli
Définition 3.5.2.1. Soit p € [0, 1]. On dit que X suit la loi de Bernoulli de paramétre p si X () = {0,1} et

On note X ~ B(p).

Une variable aléatoire de Bernoulli permet de modéliser une expérience aléatoire avec deux issues : un succés

ou un échec.
EX]=1xPX=1)+0xP(X =0)=np.

De plus
E[X?]=1*xP(X =1)+0?xP(X =0) =p.

On a donc
V(X) =p(1—p).
Remarquons au passage que X2 suit la méme loi que X !
Définition 3.5.2.2. Soit p € [0, 1]. On dit que X suit la loi de Rademacher si X(Q) = {—1,1} et
PX=1)=p PX=-1)=1-p.
On note X ~ R(p).
Remarque 3.5.2.3. Si X ~ B(p), alors Y = 2X — 1 ~ R(p). En effet,

et
PY=-1)=P2X-1=-1)=PX=0)=1-p
De plus,
E[Y]=E[2X —1]=2E[X]-1=2p—-1
et

V(Y)=V(2X —1) = V(2X) = 4V(X) = 4p(1 — p).
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3.5.3 Loi binomiale

Définition 3.5.3.1. Soient p € [0,1] et n € N~g. On dit que X suit la loi binomiale de paramétres (n,p) si X
suit la loi du nombre de succés lorsque 'on réalise n expériences aléatoires indépendantes ayant chacune une
probabilité p de succés. On note X ~ B(n,p).

Remarque 3.5.3.2. Il est clair que B(1,p) = B(p).

Proposition 3.5.3.3. Soient X7,..., X, n variables aléatoires indépendantes de loi B(p). On a alors

Z X; ~ B(n,p).

i=1

Démonstration. Posons Y,, = > X;. Tout d’abord, il est clair que Y,,(2) = {0,...,n}. Soit j € {0,...,n}, on a
i=1

P(Y,=j) =P <§1Xk —J’)
“r( ) e e-n)

Je[1,n] ieJ
|J[=3
= (N ][PEi=D]][Pxi=0)
i€eJ i€J
- ()P a-p
donc Y,, ~ B(n,p) (en utilisant la proposition ci-dessous). O

Proposition 3.5.3.4. Si X ~ B(n,p), alors X(2) = {0,...,n} et
P(X =k) = (L)p"1-p)"" (0<k<n)

Remarque 3.5.3.5. La formule du binéme de Newton nous donne bien que
DIPX =k =@p+(1-p)" =1
k=0

Démonstration. Soit X ~ B(n,p). Comme X représente un nombre de succés et qu’il y a n expériences, on
a bien X(Q) = {0,...,n}. On note X; le résultat de l'expérience i (puisque X; ~ B(p)). Soit k € {0,...,n}.
L’événement (X = k) correspond & 'événement « k succeés et n — k échecs». Il 'y a (Z) positions possibles pour
les k succés parmi les n expériences. De plus, une fois fixées les positions des k succés et des n — k échecs, la
probabilité d’obtenir ces k succés dans ces positions fixées vaut

P (N =0 =0) = [[PEG= D[RO = 0) = s - p
iel jedJ el jedJ
par indépendance. O

Proposition 3.5.3.6. Sipe [0,1], n€ N5g et X ~ B(n,p), alors
E[X]=np  V(X)=np(l-p).

Démonstration. L’espérance et la variance d’une variable aléatoire ne dépendent que de la loi de cette variable

aléatoire, il suffit donc de prendre X = >, X, avec X1,..., X, indépendantes et de loi B(p). On a alors
i=1

i=1
par linéarité et
v (Z Xi) = Y V(X;) = np(1 —p)
i=1 i=1

par indépendance. O
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3.5.4 Loi géométrique

Définition 3.5.4.1. Soit p € |0, 1]. On dit que X suit la loi géométrique de parameétre p si X suit la loi du rang
du premier succes lorsque l'on réalise une infinité d’expériences aléatoires indépendantes, chaque expérience
ayant une probabilité p de succés. On note X ~ G(p).

Proposition 3.5.4.2. Si X ~ G(p), alors X(Q2) = N et
P(X =k =p(l-—pr "t (k=1).

Démonstration. On considére (X;);en., des variables aléatoires indépendantes de loi B(p) : X; représente le
résultat de la i-éme expérience. On note N linstant du premier succés. On a alors N(€2) = N.gu{+0oo}. Pour
ke N5,

PIN=k)=P(X;=0,..., X1 =0,X;,=1)

=P(X1=0) P(Xp1 =0)P(Xp = 1) = (1-p)*'p

par indépendance. De plus,

+00 o0 1
=Y a-pFlp=p——s-=1
k=1 k=1 1-—(1-p)
car |1 — p| < 1, donc
+00
P(N =+00)=1— Y P(N =k)=0.
k=1

Remarque 3.5.4.3. Sip=1, alors P(N =1) =1. Si p =0, alors P(N = +o0) = 1.

Proposition 3.5.4.4. On a

Démonstration. Commengons par I'espérance. On a

= Y kp(1=p) Tt =p Y k(1 —p)*

k=1 k=1

On pose fi(p) = —(1 — p)¥, alors fl(p) = k(1 — p)*~L. Ainsi,

=p >, filp < > Felp >

k=1 k=1

(—(1—p>)’ <p_1)' 1
=p(———) =p[—) = -
p p p
Calculons maintenant E[X?] :

E[X?] = > kp(1 —p)* ' =p(1—p) Y K*(1—p)*2

k=1 k=1

Comme précédemment, on pose g (p) = (1 —p)k~1, done g, (p) = —k(1 —p)k~Let gl (p) = k(k—1)(1 —p)F~2 =
k*(1 —p)*=2 — k(1 — p)*2. On a alors

E[X? p) Y gk(p) + k(1 —p)* 2 =p(1—p) X gi(p) +p ), k(1 —p)*!
k=1 k=1 k>1

" 1-p\” 2 1

—p 2 +—-—=p(l—p () =1-p)—=+-.

)<k2219k( )) ’ ( ) » ( )= ’

Enfin,

2 1 1 1-p
VIX)=1-p)=+-—-—= = .
(X) = ( p)p2 . 2
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3.5.5 Loi de Poisson
Définition 3.5.5.1. Soit A > 0. On dit que X suit la loi de Poisson si X(2) = N et si

On note X ~ P(A).
Proposition 3.5.5.2. Si X ~ P(}), alors

Démonstration. On a

Jio N AR io \ Ak—1 N io 2\
E[X] = ke — =\ e = e~ —
k=0 k! k=1 (k—1)! (=0 ‘o
La variance est laissé en exercice. O

3.6 Fonction de répartition

Soit X une variable aléatoire réelle. On rappelle que P x est définie par
Px(B)=P(XeB) (VBeB(R)).

Neéanmoins, la tribu B(R) est engendrée par les intervalles | — oo, t] pour tout ¢ € R. Pour connaitre Px, il suffit
donc de connaitre P(X € | — o0,t]) = P(X < t) pour tout t € R.

Définition 3.6.0.1. Soit X une variable aléatoires réelle. On appelle fonction de répartition de X, I’application

Fxl R—> [0,1]
t—P(X <t)=Px(]—oo,t])

Proposition 3.6.0.2. La fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle X caractérise sa loi.

Cette proposition découle directement des remarques précédentes. En particulier, on peut en déduire la
probabilité pour une variable aléatoire d’étre dans un intervalle.

Proposition 3.6.0.3. On a :
(i) P(X € Ja, b]) = Fx(b) — Fx(a) car

Fx(a)+P(X € ]a,b]) =P((X <a)u (X €]a,b])) =P(X <b) = Fx(b).
(i) P(X € Ja, b)) =P (X € | Ja,b—1/n]) =P ( J (X €]a,b—1/n])) = lim Fx(b—1/n) — Fx(a) car

n=1 n=1 n—+0

I'union est croissante.

(iii) P(X € [a,b]) = P (X e Ja-— 1/n,b]) = P( N (X €]a—1/n, b])) = hrilooFx(b) — Fx(a—1/n) car
n=1 n=1 n—

I'intersection est décroissante.

(iv) P(X € [a,b0]) =P (X € ngl[a,b—l/n]) =P (anJ (X € [a,b—1/n])) = n1—1>14r—loc FX(b_l/n)_kErfoo Fx(a—1/k)

en utilisant le point (iii) et la croissance de 'union.
Si deux variables aléatoires ont méme fonction de répartition, elles ont méme loi !

Remarque 3.6.0.4. Si X est une variable aléatoire discréte & valeurs dans £ < R, alors X est une variable
aléatoire réelle, on peut donc calculer la fonction de répartition.

Exemple 3.6.0.5. Si X ~ B(p), alors

0 sit<0
PX<t)=< 1—-p si0<t<l
1 sinon

Proposition 3.6.0.6. Si X est une variable aléatoire réelle de fonction de répartition Fx, alors on a :
(i) Fx est une fonction croissante.
(ii) tl}r_noo Fx(t) =0et fEI-PoO Fx(t)=1.

(iii) F'x est continue & droite et posséde une limite & gauche en tout point (« cadlag ») : si ¢, \, t (i.e. décroit
et tend vers t), alors Fx (t,) — Fx(t), si t, /' t, alors Fx(t,) a une limite notée Fx (t™).
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Démonstration. (1) Soit s < t, alors | — o0, s] < | — 00, t], donc Fx(s) < Fx(t).

(ii) Soit ¢, \, +0, alors Q = [ J (X < ¢,). Comme 'union est croissante, on a
neN

1=P(Q) = lim P(X<t,) = lim Fx(t,).

n——+0o0 n—+ao0

Soit t, /" —o0, alors & = [ (X < t,). Comme l'intersection est décroissante, on a
neN

0=P(@)= lim P(X<t,)= lim Fx(t,).

n—+00 n—+00

(iii) Soit t € R et ¢, \  t, alors () (X < t,) = (X <t). On a donc lir};lOO Fx(t,) = Fx(t).
neN n—

Soit te Rett, /'t alors |J (X <t,) = (X <t). On a donc que liIE Fx(t,) existe et vaut P(X <t). O
neN n—+o

Remarque 3.6.0.7. Soit te R. Ona (X =¢) u (X <t) = (X <t), donc P(X =t¢) = Fx(t) — Fx(t7). En
particulier, P(X =) > 0 si et seulement si Fx admet un saut en ¢ de taille P(X = t).

Proposition 3.6.0.8. Si X une variable aléatoire discréte réelle, alors F'x est une fonction « en escalier ». Plus
précisément, elle est croissante, continue & droite avec une limite a gauche, constante par morceaux et « saute »
uniquement aux points ¢t € X (), la valeur du saut valant P(X = t).

Démonstration. Soit te R, on a (X € | — 0,t]) = (X € | — o0,¢] n X(92)), donc

Fx(t) =P(Xe |-, t] n X(Q) = > P(X =)

Prenons (si elles existent) deux valeurs zy, z; € X(Q) telles que z, < z; et |zg, z;[ NnX(Q2) = @, alors pour tout
t€[xg, z;[,ona

Fx(t)= >, P(X =)= >, P(X=u)=Fx().
T <t Ti<Tp
De plus,
Fx(z;)= ), P(X=ug)= ( > P(X =)+ P(X = xj))
T <Tj TiST
2, €X(Q) z,€X(Q)
= Fx(l'k) + P(X = xk).
O
Proposition 3.6.0.9. Soit F': R — [0, 1] une fonction croissante, continue a droite avec une limite & gauche,
qui tend vers 0 en —o0 et vers 1 en +0. Il existe alors une variable aléatoire de fonction de répartition F'.

Démonstration. On considére = ]0,1[ muni de la tribu A des boréliens sur €2 et de P la restriction de la
mesure de Lebesgue a ]0, 1[ (c’est bien une mesure telle que P(2) = 1 donc c’est une mesure de probabilité).
Pour tout w € €2, on pose
X(w) = inf{z; F(x) > w}.
Remarquons que, comme lim F(z) = 0et lilil F(z) =1, X(w) € R. On va montrer que X a pour fonction de
Tr——00 r——+00
répartition F', ce qui démontre le résultat. Tout d’abord, on peut remarquer que si F' est continue et strictement
croissante, alors F est inversible et X (w) = F~!(w). Dans ce cas on a, pour tout t € R,
P(X < 1) = P({w; F'(w) <t}) = P({w; w < F()}) = P10, F()]) = F(£),
Dans le cas général, F' n’est pas nécessairement inversible, par contre on peut montrer que pour tout ¢t € R,

(X <) ={w; w< F(1)}

ce qui permet de conclure par le méme calcul que précédemment. On montre cette égalité par double inclusion.
On fixe t € R.

e Siw < F(t), alors X (w) < t par définition de Uinf.

e Inversement, on suppose X (w) < t. Il existe donc une suite décroissante (zy)ken telle que kETw xp = X(w)

et F(x) = w pour tout k € N. Par continuité a droite de F', on a klim F(zy) = F(X(w)) > w. Comme F est
— 400

croissante, on en déduit que w < F(X (w)) < F(t). O
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4 Variables aléatoires & densité

4.1 Définitions, propriétés
Soit X une variable aléatoire réelle.

Définition 4.1.0.1. On dit que X est une variable aléatoire a densité (ou absolument continue) si sa loi Px
est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, c’est-a-dire que : pour tout A € B(R) tel que
A(A)=0,0onaPx(A) =0.

Théoréme 4.1.0.2 (RADON-NIKODYM). X est une variable aléatoire & densité si et seulement si il existe une
fonction mesurable f = 0 telle que pour tout borélien B € B(R) et donc pour tout intervalle I de R, on a

P(XGB)=JBf(u)du et P(Xe])=Lf(u)du.

Cette fonction f est appelée densité de la variable X.

Proposition 4.1.0.3. X est une variable aléatoire & densité si et seulement si il existe une fonction mesurable
f: R — R, telle que la fonction de répartition de X s’écrit

Fx(t) = J7 f(u) du.

Démonstration. 11 suffit de voir que X est caractérisé par Fx et que Px est caractérisée par Px (] — o, t])
Fx(¢).

Remarque 4.1.0.4. Pour montrer que Fx s’écrit comme dans la proposition 4.1.0.3, il suffit d’avoir :
(1) Fx continue;

(2) Fx est C! par morceaux.

Dans ce cas, on a f(t) = F(t) en tout point ¢ o Fx est dérivable.

[

Obtenir une condition nécessaire et suffisante sur F'x pour quelle s’écrive comme dans la proposition 4.1.0.3
est une question difficile. La bonne classe a considérer est la classe des fonctions absolument continues. Pour
se convaincre de la difficulté de la question, on peut considérer la fonction « escalier de Cantor » (ou escalier
du diable), notée ¢ qui a la propriété d’étre continue, croissante, de valeur 0 en 0, 1 en 1 et de dérivée nulle

A-presque partout (avec A la mesure de Lebesgue). On a alors ¢(1) — ¢(0) = 1 et Sé ¢'(u)du=0...

Proposition 4.1.0.5. Soit X une variable a densité, de densité f.

(i) f caractérise la loi de X.

(i) P(X = a) = §} f(u)du = 0 pour tout a € R. En particulier, une variable aléatoire discréte n’est pas a
densité et une variable aléatoire & densité n’est pas discréte !

(iii) Pour tout a < b, on a

b
P(X € [a,b]) = P(X € [a,b]) = P(X € ]a,b]) = P(X € ]a,b[) = f f(u) du.

(iv) On a
J flw)du=P(X eR)=1.
R

Remarque 4.1.0.6. Si f est continue en x et € > 0 « petit », alors

z+e/2

P(Xc[r—c/20+e/2]) — f Fu)du ~ e f(x).

z—e/2
La densité est donc grande prés de x si la probabilité de prendre des valeurs proche de x est « grande ».

Proposition 4.1.0.7. Si f: R — R est une fonction mesurable telle que :
(i) f = 0 presque partout ;
(ii) SR f(z)dz =1;

alors f est la densité d’une certaine variable aléatoire X.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que t — Si o, f(u) du est une fonction croissante, continue, qui tend vers
0 en —o0 et 1 en 400, puis appliquer la proposition 3.6.0.9. O
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4.2 Espérance et variance

Proposition 4.2.0.1. Soit X une variable aléatoire a densité, de densité f. La variable X est intégrable si et
seulement si

EwﬂhiLMU@Mm<+w

Dans ce cas, 'espérance de X est alors égale a

E[X] = L{ zf(x)de.

Proposition 4.2.0.2. Soit X une variable aléatoire a densité, de densité f et h une fonction mesurable réelle.
On suppose que

f|M@UmﬂM<+w.
R

Sion pose Y = h(X), alors Y est une variable aléatoire intégrable et

Remarque 4.2.0.3. Attention! La variable aléatoire Y n’est pas nécessairement & densité! Prenons ’exemple
de la fonction A = 0 : alors Y = 0, c’est-a-dire que Y est une variable aléatoire constante nulle, elle est donc
discréte et ne peut pas étre a densité.

Exemple 4.2.0.4. On a

4.3 Indépendance

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles. Rappelons que X et Y sont indépendantes si la loi de
(X,Y) est la mesure produit Px x Py. Cela peut se réécrire également sous la forme suivante pour des variable
aléatoires réelles :

Proposition 4.3.0.1. X et Y sont indépendantes si et seulement si pour tous intervalles réels I et J, on a

P(Xel,YelJ)=P(Xel)P(Y eJ).

4.4 Quelques lois usuelles
4.4.1 Loi uniforme

Définition 4.4.1.1. Soient a,b € R avec a < b. La variable aléatoire X suit la loi uniforme sur Uintervalle [a, ]
si sa densité vaut

On note X ~ U([a,b]).
Proposition 4.4.1.2. Si [c,d] < [a,b] alors P(X € [¢,d]) = &=<.
Proposition 4.4.1.3. Si X ~ U([a,b]), alors on a

0 si t<a
Fx(t) = ﬁ si te [a,b]
1 si t=b

t t 1
P = [ fx@do= [ 1@

. _ —a
0 sit<a 0 sit<a
= Siﬁdx sitefa,b] =3 =% sitea,b]
1 sit>=b 1 sit=0
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Proposition 4.4.1.4. Si X ~ U([a,b]),

D’autre part, on a

z? 1 b
E[X?] = JR 1 (2)de = — | 2°de

b—a b—a ),
1 [2*] 1 (b—a)@®+ab+b?)  a®+ab+ P
“b—al|3]|, b-a 3 a 3 '
Enfin, on a
a’?+ab+b> a?+2ab+b>  a®—2ab+b°
M 3 - 4 a 12
(b= a)?
12
O
4.4.2 Loi exponentielle
Définition 4.4.2.1. Soient A\ > 0. X suit la loi exponentielle de parameétre \ si
Ix(x) = e ™ M1g4 (2)
On note X ~ £(N).
Proposition 4.4.2.2. Si X ~ £()\), alors on a
0 si t<0
FX(t)_{ l—e ™ s t>0
Démonstration. Par définition, pour t € R, on a
¢ t
Fx(t) = f f(z)dz = J Ae ™ M1g  (z)dw
—o0 —a0
t 1 t
:/\J e_)‘zdm—/\[—e_m] (sit=0)
0 A 0
=1—e .
Sit <0, alors il est clair que Fx(t) = 0. O
Proposition 4.4.2.3. Si X ~ £(\),
1 1
E[X]=~ V(X)=—.
X]=1  V(X) =g

Démonstration. D’une part, on a

Il
5S—
+
8
m|
>
&
o,
5
|
> =
|
|
|
>
g
[ S—
+
8
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D’autre, part, on a

+o0
E[X?] = J 22 f(x)dx = )\J 2™ dg
R 0
1 2 —Az]t® 2 A Az o
—/\( )\[ ]0 +)\L xe " dx =2
(N —
—1/A2
et ainsi,
2 1 1
VX =% -w~n

4.4.3 Loi de Cauchy
Définition 4.4.3.1. Soient ¢ > 0. X suit la loi de Cauchy de paramétre c si

1 c
T2+ a2’

fx () =
On note X ~ C(c).
Proposition 4.4.3.2. Si X ~ C(c), alors on a
1 t 1
Fx(t) = —arctan - | + =.
x () —arctan (c) 5
E[X] n’existe pas! En effet, X prend ses valeurs dans tout R et

2 +00
E[|X\]=f %dx=—cj S da =+,
r T(c? + 22) T Jo A4

4.4.4 Loi normale centrée réduite

Définition 4.4.4.1. X suit la loi normale centrée réduite si

o= (- 5).

V2T
On note X ~ N(0,1).
Notons qu’il n’existe pas de formule explicite pour la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Proposition 4.4.4.2. Si X ~ N(0,1), on a

4.5 Quelques exemples de calculs de lois

On est souvent confronté au probléme suivant : soient X une variable aléatoire dont on connait la loi et
h: R — R une fonction mesurable. On pose Y = h(X). Peut-on déterminer la loi de Y ? Un outil possible pour
répondre & cette question est le calcul de la fonction de répartition de Y.

4.5.1 Exemple 1
On pose Y = X2 avec X ~ U([0,1]). On va calculer Fy la fonction de répartition de Y. Tout d’abord, on a
X(Q2) =[0,1], donc Y(€2) = [0,1]. En particulier, Fy(t) =0sit <0et Fy(t) =1sit>1. Site[0,1], alors
Fr(t) = PLY 1) = P(X* <1) = P(-VE < X Vi) = P(X < Vi) = F(V)

Comme on a t € [0,1] < 1/t € [0,1], on en déduit que Fy (t) = v/t. En conclusion, Fy est C° sur R et C! sur
R\{0,1}. Ainsi, Y est une variable aléatoire a densité, de densité g donnée par

1

= ﬁl]o,l[(y)-

9(y)
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4.5.2 Exemple 2

On considére X ~ E(A) et Y ~ &(u) deux variables aléatoires indépendantes. On pose Z = min(X,Y).
L’application Z est une variable aléatoire & valeurs dans R*. En particulier, P(Z >¢) = 1sit <0.Sit > 0, on
a

PZ>t)=PX>t,Y>1)=P(X>t)P(Y > 1)

par indépendance de X et Y. Cependant,
PX>t)=1-P(X<t)=eM
donc P(Z > t) = e- (AWt Ay final, on trouve

0 sit<O0

Fr(t) =1-P(Z>1) = { 1—e OFWt  ginon

et donc Z ~ (A + p) car on reconnait la fonction de répartition.

4.5.3 Exemple 3

Soit X une variable aléatoire a densité f continue par morceaux. Soit m € R et 0 > 0 deux paramétres. On
pose Y =m + 0X. On a alors

Fy(t):P(aX+m<t):P<X<t;m) :Fx(t;m).

Fx est continue sur R et dérivable par morceaux, donc Y est une variable aléatoires a densité et sa densité est

donnée par
o) = R0 = 2157,

(e g

Voici un exemple d’application pour la loi normale.
Proposition 4.5.3.1. Si X ~ N(0,1), me R, 0 > 0et Y := m + 0X, alors Y est une variable aléatoire a

densité, de densité
1 (x —m)?
fr(@) = 2702 P (_ 202 )

On note Y ~ N (m, 0?). Inversement, si ¥ ~ N (m,0?), alors Y= ~ N(0,1).

On en déduit facilement ’espérance et la variance d’une loi normale quelconque.

Proposition 4.5.3.2. Si X ~ N (m,c?) avec m € R et o > 0, alors
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5 Couples et vecteurs aléatoires : cas discret

Définition 5.0.0.1. (Xq,...,X,) est un vecteur aléatoire défini sur (Q2,.A,P) si chaque X; est une variable
aléatoire définie sur (2,4, P). Lorsque n = 2 on parle de couple de variables aléatoires.

Proposition-Définition 5.0.0.2. On dit que (X7, ..., X,) est un vecteur discret si E1 x - - - x E,, est un ensemble
discret. En particulier, (Xi,...,X,,) est discret si et seulement si Xi,..., X, sont des variables aléatoires
discreétes.

5.1 Loi d’un vecteur aléatoire discret

Dans le cas discret, la loi du vecteur aléatoire est déterminée par la donnée de E1, ..., E, et par ’ensemble
des valeurs P(X; = z1,...,X,, = x,), x1 € E1,...,z, € E,. On parle parfois de loi jointe pour la loi du vecteur
(X1,...,Xn).

Exemple 5.1.0.1. On considére X; ~ B(p) et Xs ~ B(p) avec X1, X5 indépendantes et p = 1/4. On pose
X =max(X;,X2) et Y =min(X;,Xs).
Calculons la loi de (X,Y). Tout d’abord, nous avons
Ei=X(Q)={0,1} e FEy=Y(Q)=1{0,1}

Ensuite, nous pouvons calculer les probabilités :

P(X=0Y=0=P(X;=0,X2=0)=P(X; =0)P(X5=0) = (1 —p)* =9/16
P(X=0,Y=1)=0,

PX=1,Y=0=PX;:=1,X2=0)+P(X; =0,Xo=1) =2p(1 — p) = 6/16
PX=1,Y=1)=PX,=1)P(Xo=1)=p*=1/16

Remarquons que nécessairement, la somme des probabilités dois faire 1.
Plus généralement, on a la propriété suivante.

Proposition 5.1.0.2. Soit (X1,...,X,) un vecteur aléatoire discret, alors on a

Z P(Xy =21,..., X, =a,) = 1.
(Z15e.s@n)EE X+ X Eyy
5.2 Lois marginales

Définition 5.2.0.1. On appelle lois marginales d’un vecteur aléatoire (Xi,...,X,), les lois des variables aléa-
toires Xq,...,X,.

Sin =2 : on considére deux variables aléatoires discrétes
X:Q-oE ={z;; 0<i<M} e Y:Q—-FE,={y;; 0<j<N}
On suppose que 'on connait la loi jointe de (X,Y") et on cherche a calculer la loi de X et de Y. Soit z; € Fy,

alors P(X:zi)zp((xzzi)ﬁ( U (Yzyj))> =P< U (X:xi’yzyj>>

ijE2 Yj €FEs

= Z P(X = .Z‘i,Y = yj)

y;EE2

De la méme fagon, on a lorsque y; € Ey,

P(Y =y;)= Y P(X=x,Y =y,)

I,‘EEl

Dans le cas général :
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Proposition 5.2.0.2. Soient X7,..., X, des variables aléatoires discrétes. On note
E,={zk; 0<k <N} (1<i<n).
On a alors
P(X;,=z) = > P(Xi=x1,...,X, =x,).
(w1,~~~,93n)'_€_El><"'><En

En particulier, la loi jointe d’'un vecteur aléatoire discret permet de calculer ses lois marginales.

Revenons au premier exemple de ce chapitre. On peut calculer les lois de X et de Y.

P(X=0)=P(X=0,Y =0)+P(X =0,Y =1) = 9/16
PX=1)=P(X=1Y=0)+P(X=1Y =1) = 7/16
PY=0=P(X=0,Y=0)+P(X=1Y =0) = 15/16
PY=1)=P(X=0,Y=1)+P(X=1,Y =1)=1/16

En particulier, X ~ B(7/16) et Y ~ B(1/16).

Remarque 5.2.0.3. (1) Les lois marginales d’un vecteur aléatoire ne permettent pas de déterminer la loi jointe
de ce vecteur.

(2) Si lon connait les lois marginales d’un vecteur (X7i,...,X,,) et que ses composantes sont indépendantes,
alors on peut calculer la loi jointe de ce vecteur.

Il existe des couples de variables aléatoires qui ont mémes lois marginales mais qui n’ont pas la méme loi
jointe.

5.3 Covariance

Définition 5.3.0.1. Soient X et Y deux variables aléatoires de carré intégrable (pas nécessairement discrétes).
La covariance de X et de Y est donnée par

Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])].
Proposition 5.3.0.2. (i) Cov(X, X) = V(X).
(i) Cov(X,Y) = Cov(Y, X).
(iii) Cov(aX1 + X2,Y) = aCov(X1,Y) + S Cov(Xa,Y).

En particulier, la covariance est une forme bilinéaire symétrique positive.

Attention : la covariance est une forme bilinéaire symétrique positive qui n’est pas définie positive. En effet,
Cov(X,X) = V(X) = 0 si et seulement si X est une variable aléatoire constante. Ce n’est donc pas un produit
scalaire... On peut néanmoins voir la covariance comme un produit scalaire sur le sous-espace des variables
aléatoires centrées (i.e. d’espérance nulle).

Proposition 5.3.0.3. On a

| Cov(X, V)| < /V(X)\/VT).

Démonstration. On applique juste I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
|E[(X - E[X])(Y - E[Y])]| < E[[X - E[X][ - [Y — E[V][]
< E[(X - E[X])]"?E[(Y - E[Y])*]"*.

Définition 5.3.0.4. On peut définir le coefficient de corrélation de X et Y par

Cov(X,Y)

"= N V)

e[-1,1]

si V(X)V(Y) > 0.

Une covariance positive indique que les deux variables aléatoires varient dans le « méme sens » tandis qu'une
covariance négative indique au contraire des variations dans des « sens opposés ». On peut par exemple regarder
les cas extrémes donnés par |r(X,Y)| = 1. Cela correspond a un cas d’égalité dans l'inégalité de Cauchy-
Schwarz, ce qui signifie que X — E[X] et Y — E[Y] sont proportionnelles, ou dit autrement, ¥ = aX + b. De
plus, (X,Y) = 1 correspond a @ > 0 tandis que r(X,Y) = —1 lorsque a < 0.
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Proposition 5.3.0.5. On a
Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y].

Démonstration.
Cov(X,Y) =E[(X —E[X])(Y — E[Y])]
=E[XY — E[X]Y —E[Y]X + E[X]E[Y]]
=E[XY] - E[X]E[Y] - E[Y]E[X] + E[X]E[Y]
=E[XY] - E[X]E[Y].

Proposition 5.3.0.6. Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes, alors

EXY]= ) ayP(X =z =y).

zeX (Q2)
yeY (22)

Démonstration. 11 suffit de voir E[XY] comme E[h(X,Y)] avec h : (x,y) — zy et d’appliquer le théoréme de
transfert. O

Exemple 5.3.0.7. Calculons la covariance des variables X et Y du premier exemple de ce chapitre.
E[XY] = > wwP(X=2Y=y)=1xP(X=1Y =1)=1/16
e X (Q),yeY ()
et donc
Cov(X,Y) =1/16 — 1/16 x 7/16 = 9/16% > 0.
Proposition 5.3.0.8. On a
VX+Y)=V(X)+ V(YY) +2Cov(X,Y).
En particulier, si X et Y sont indépendantes, alors Cov(X,Y") = 0.
Démonstration.
V(X +Y)=E[(X+Y)’]-E[X +Y]?
=E[X?+Y?+2XY] - (E[X]* + E[Y]? + 2E[X] E[Y])
= E[X?] - E[X]* + E[Y?] - E[Y]? + 2(E[XY] — E[X] E[Y]).
O

Remarque 5.3.0.9. La réciproque est fausse : si X et Y sont non corrélées, elles ne sont pas nécessairement
indépendantes. Prenons par exemple, X ~ U({—1,0,1}) et Y = 1(x_g;. On a alors E[X] = 0, Y ~ B(1/3),
E[Y]=1/3, XY =0, E[XY] =0 et Cov(XY) = 0. Par contre, X et ¥ ne sont pas indépendantes : en effet on
a

P(X=0,Y=0=0 PX=0)=1/3 P =0)=2/3.

5.4 Variables aléatoires a valeurs dans N

Définition 5.4.0.1. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. On définit sa fonction génératrice (ou série
génératrice) par
Gx(s) =E[s¥] = ) s"P(X = k).
k=0

Proposition 5.4.0.2. (i) Gx est une série entiére;
(ii) Gx (1) = 1, donc en particulier son rayon de convergence R est supérieur ou égal a 1;

(iii) On a
L Ak
P(X=k)= HGX (0) (keN).
La proposition suivante découle directement du troisiéme point précédent.

Proposition 5.4.0.3. La série génératrice d’une variable aléatoire X & valeurs dans N caractérise sa loi.

Proposition 5.4.0.4. Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes & valeurs dans N, alors X +Y est
une variables aléatoires & valeurs dans N et

Gxiv(s) = Gx(s)Gy(s) avec |s| <1
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Démonstration. Par indépendance, on a

E[s*Y] = E[s*sY] = E[s*]|E[s"].

Remarquons qu’il est également possible de faire directement le calcul. Soit n € N,
P(X+Y =n) =P( U ((X=k:)m(Y=n—k:))) = Y P(X =k)P(Y =n—k).
0<k<n k=0
Exercice 5.4.0.5. Soient X ~ P(\) et Y ~ P(u) indépendantes. Montrer que X +Y ~ P(A + p).

Proposition 5.4.0.6. Si |s| < R, alors on peut dériver termes a termes pour obtenir
+00
Gx(s) = Z ks 1 P(X = k).
k=1

En particulier, si R > 1, G'(1) = E[X] < +c0. Inversement, si E[X] < +c0, le théoréme radial d’Abel nous
donne G% (s) — E[X] pour s —» 1.
De méme, si E[X?] < +o0,

G%(s) = D k(k—1)P(X = k)s" 2 = Y FPP(X = k)s" 2 = Y kP(X = k)s* 2
k=0 k=0 k=0
— E[X?] - E[X]
lorsque s — 17.

Exercice 5.4.0.7. Calculer la fonction génératrice de la loi G(p). En déduire son espérance et sa variance.
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6 Caractérisation de la loi d’une variable aléatoire réelle

Dans ce chapitre, nous allons lister tous les outils disponibles dans ce cours pour pouvoir caractériser la
loi d’une variable réelle. On considére donc X une variable aléatoire réelle définie sur un espace de probabilité

(Q, A, P).

Proposition 6.0.0.1 (CARACTERISATION 1 : FONCTION DE REPARTITION). La fonction de répartition de X
caractérise sa loi.

Proposition 6.0.0.2 (CARACTERISATION 2 : LOI DISCRETE). Si X est une variable aléatoire discréte, sa loi est
caractérisé par la donnée de X (£2) et P(X = x) pour tous les x € X(Q).

Proposition 6.0.0.3 (CARACTERISATION 3 : METHODE DE LA FONCTION MUETTE). La connaissance de
E[h(X)] pour toute fonction bornée continue h caractérise la loi de X.

Remarquons que l'on peut considérer également la classe des fonctions h mesurables positives, ou bien encore
celle des fonctions h mesurables bornées.

Démonstration. Pour tout t € R, on considére la suite de fonctions (hyp)nen., donnée par

1 siz <t
hin(z) =% 1—n(z—t) sizeltt+1/n]
0 sinon

ht,n est continue et bornée pour tout n € N. De plus, (h¢n)nen., converge simplement, en décroissant, vers la
fonction 1,<y. Ainsi, le théoréme de convergence monotone nous donne

Elhn(X)] “=5 E[l{x<;y] = P(X <t) = Fx(t).

En particulier, si on connait E[h:,(X)] pour tous n € N5g et tous ¢ € R, alors on connait la fonction de
répartition de X, qui caractérise la loi de X. O

Concrétement, cette caractérisation est utilisée a I’aide de la proposition suivante.

Proposition 6.0.0.4 (METHODE DE LA FONCTION MUETTE, CAS PRATIQUES). (i) Sl existe des réels {z;; 0 <
i < N} et {a;; 0<i< N} tels que pour toute fonction h continue bornée, on a

ERX)] = ) h(xi)a

0<i<N

alors X est une variable aléatoire discréte, telle que X(Q) = {z;; 0 < i < N} et P(X = z;) = «;, pour tout
0<i<N.
(ii) S'il existe une fonction réelle mesurable g telle que pour toute fonction h continue bornée on a

E[h(X)] = f h(z)g() da

R

alors X est une variable aléatoire a densité, de densité g.
On va maintenant définir un nouvel outil qui permet également de caractériser la loi d’une variable aléatoire.
Définition 6.0.0.5. On définit la fonction caractéristique de la variable aléatoire réelle X par
ox(t) = E[¢"™X] (VteR).
Remarquons que @y est bien définie pour tout t € R car |e!**X| = 1 donc E[|e"X|] < +o0. Par le théoréme

de transfert, on peut préciser la fonction caractéristique lorsque X est discréte ou a densité.

Proposition 6.0.0.6. (i) Si X est discréte, alors

px(t)= >, €"P(X =)
zeX (Q)

(ii) Si X est une variable a densité, de densité f, alors
ox(t)= | e fa)do = F-0)
R

avec f la transformée de Fourier de f (& une constante prés).
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Proposition 6.0.0.7 (CARACTERISATION 4 : FONCTION CARACTERISTIQUE). La fonction caractéristique de X
caractérise sa loi.

La preuve est admise, mais remarquons que pour les variables aléatoires & densité, cela découle de 'injectivité
de la transformée de Fourier.

La fonction caractéristique est un outil pratique pour calculer les moments d’une variable aléatoire ou étudier
la loi de sommes de variables aléatoires indépendantes.

Proposition 6.0.0.8. (i) Si E[|X|"] < 4+, alors px est dérivable n fois et (™ (0) = (i)” E[X"].
(ii) Si X et Y sont indépendantes, alors px 1y (t) = px (t)py (t) pour tout ¢ € R.

Démonstration. e Pour le premier point, il suffit d’appliquer le théoréme de dérivation sous le signe intégrale.
Pour cela, remarquons que t — ¢**® est une fonction de classe C* pour tout 2 € R.. De plus, pour tout 1 < k < n,

on a
dF . )
w(eztz) _ (iz)keztz
donc
a* .
‘dtk<eti)‘ < |X|k

qui est intégrable : en effet, E[|X|*] < +c0, donc E[|X|*] < +00 pour tout 1 < k < n en utilisant I'inégalité de
Holder par exemple.
e Pour le second point, on a en utilisant I’hypothése d’indépendance :

E[eit(XJrY)] _ E[eitXeitY] _ E[eitX] E[eitY].
O

A Taide de cet outil, il est également possible de montrer une autre caractérisation possible de la loi de X
dans le cas particulier ou X est bornée.

Proposition 6.0.0.9. Si X est une variable aléatoire bornée, i.e. il existe une constante M tel que | X| < M,
alors les moments de X caractérisent la loi de X.

Le résultat précédent devient faux sans I’hypothése de bornitude de X. En effet, on peut trouver deux
variables aléatoires réelles X et Y n’ayant pas de méme loi et telles que E[X*] = E[Y*] pour tout k € N. On
renvoie le lecteur assidu a un contre-exemple du TD.

Démonstration. On suppose qu'il existe une constante M tel que | X| < M. Commengons par remarquer que

ox(t) = E[e"X] — E [ D (“X)n].

|
n>0 n!

Si on a le droit d’intervertir 'espérance et la somme, on aurait alors

ox(t) = 3 I pxny

|
>0 n!

c’est-a-dire que la connaissance de tous les moments permettrait de connaitre la fonction caractéristique et donc
de caractériser la loi de X. Reste donc a justifier I'interversion précédente. On a

(it X)™
n!

X[ M
< <
n! n!

qui est le terme général d’une série sommable, donc on peut appliquer le théoréme de Fubini par exemple (le
fait d’avoir des fonctions a valeurs complexes ne pose pas de probléme supplémentaire). O
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7 Couples et vecteurs aléatoires a densité

7.1 Vecteurs a densité
On considére X = (X1,...,X,): Q@ - R" un vecteur aléatoire.

Définition 7.1.0.1. On dit que X est un vecteur aléatoire a densité si sa loi est absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue sur R".

En pratique, on utilise plutot la définition équivalente suivante qui, comme dans le cas des variables aléatoires
& densité, provient du théoréeme de Radon-Nikodym.

Proposition-Définition 7.1.0.2. X = (X1,...,X,,) admet une densité si et seulement s’il existe une fonction
f: R™ — R mesurable positive telle que pour tout A € B(R"),

P(XeA) =P((Xy,....,Xn) €A =J. flz, ... xn)day -+ - de,.
A

La fonction f est appelée densité de X.

Remarque 7.1.0.3. (1) Il suffit de le vérifier pour tout pavé A = I x --- x I, avec I1,..., I, des intervalles de
R. On peut méme se restreindre a des intervalles de la forme I; = | — o0, ¢;].

(2) On a nécessairement SRn f(z1,...,2,)dxy ---dz, = 1. Inversement, on peut montrer que si f: R” — R*
est une fonction mesurable d’intégrale 1 sur R", alors c’est une densité pour un certain vecteur aléatoire.

Proposition 7.1.0.4. (X1,...,X,,) est un vecteur & densité, de densité f, si et seulement si pour toute fonction
continue bornée (ou mesurable bornée, ou mesurable positive) on a

E[h(X1,...,X,)] = f hzy, ... zn)f(x1,. .. 2n) day -+ - dxy,.

Démonstration. Le sens direct est juste une application du théoréme de transfert. La réciproque se démontre
de la méme fagon que dans le cas unidimensionnel, en approchant les indicatrices de pavés par des fonctions
continues bornées. O

7.2 Lois marginales

Proposition 7.2.0.1. Si (X3,...,X,,) est un vecteur aléatoire a densité, de densité f, alors pour tout 1 < i < n,
X, est une variable aléatoire & densité, de densité fx, donnée par

fx,(x) = J J flzy, .. i1, 2,41, ooy @y) day - -dwj_y dagyq - -dz,  avec z€eR.
R R
—_—
n—1 intégrales

Par exemple, pour n = 2, si (X,Y) est un couple aléatoire a densité, de densité f, alors

fx(a) = ij<x,y> dy  frly) = fRﬂz,y) da.

Démonstration. Calculons la fonction de répartition de X;. Soit x € R,

Fx,(z) =P(X; <z)=P((X1,...,Xp) eRx---x | —00,z] x--- x R)
J J f f(xl,...,xn) dx1~-~dxn

z1€ER z; <z zn€R

T
f (J J f(xl,...,a?n) dx1-~dxi1dxi+1-~-dmn> dxz
—0 z1€ER rz,€ER

par Fubini. La variable X; est donc & densité et on obtient la formule annoncée pour sa densité. O

Remarque 7.2.0.2. Attention, si X et Y sont des variables aléatoires a densité, (X,Y) n’est pas nécessairement
a densité! Par exemple, (X, X) prend ses valeurs dans la premiére bissectrice de R? donc ne peut pas étre a
densité, méme si X est & densité.
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Exemple 7.2.0.3. Soit (X,Y’) un couple aléatoire de loi uniforme sur le disque unité
D = {(z,y); 2* +y* < 1}.

La densité de (X,Y) est donnée par
foer)@9) = 1o(r,y)

et fx(z) = {g f(z,y)dy. En particulier, fx(z) = 0siz ¢ [-1,1]. Siz e [-1,1],

Vi-e? g 2
fr@ = [ Say= Vi
12 T T

Finalement, on a
et par symétrie,

En particulier, X et Y ont méme loi.

Proposition 7.2.0.4. Soit (X,Y") un couple a densité f. Sous réserve d’existence, on a: (i) E[X] = {; = fx (z) dz =
SR2 .Tf(ZU, y) d'r dy 5

(i) B[Y] = (g ufy (y) dy = $go yf (2, y) dzdy;

(iii) B[AM(X,Y)] = (g2 h(z,y)f(z,y)dzdy. En particulier, pour le calcul de la covariance, on a E[XY] =
Sre vyf(z,y) dz dy.

7.3 Indépendance

Proposition 7.3.0.1. Soit (Xi,...,X,) un vecteur aléatoire de densité f(x, . x,) et de densités marginales
fx.,--., [x, . Les variables aléatoires X1, ..., X,, sont indépendantes si et seulement si

f(Xl,...,X,,L)(be v ) = fxy (@1) - fx, (T0)-

Démonstration. On va faire la preuve pour n = 2, le cas général se traitant de la méme facon. Soient I et J
deux intervalles quelconques de R.
e Si X et Y sont indépendantes, alors

P(X,Y)elIxJ)=P(Xel,YeJ) =P(Xe)P(Y eJ)
- f Fx(@) de f fr(y)dy = f Fx(@) fy (y) d dy
I J IxJ

en appliquant le théoréme de Fubini pour les fonctions positives. Comme c’est vrai pour tous les intervalles réels

Iet J,onaque fxy)=fxfr.
e Réciproquement, si f(x y) = fx fy, alors

P(X,)Y)elIxJ)= J . JfX(m)fy(y) dxdy = fo(o:) dx[} fy(y)dy
—P(Xel)P(Y )

en appliquant une nouvelle fois le théoréme de Fubini pour les fonctions positives. On a donc 'indépendance de

X et Y en appliquant la proposition 4.3.0.1. [
Remarque 7.3.0.2. (Importante). Pour montrer que Xy,..., X, sont indépendantes, il suffit de montrer que
foxa,o, Xn)(xh...,acn) est & variables séparables, c’est-a-dire qu’il existe des fonctions mesurables positives

qi,---,qn telles que
n
Favxtny @) = | [ i)
i=1

En effet, dans ce cas on a nécessairement, grace au théoréme de Fubini,

fx;(xs) = f foxoxny (@1, 2n)dey - dog g daggy - - day
Rn—l

= <HL q;(z;) d%‘)‘li(%) = Cigi(x:)

Jj#i
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avec C1,...,C, des constantes positives. De plus,
1= J Ix; () da; = Cif qi () da;
R R

n
donc C; = (SR ¢i(w;) dz;)~! et nécessairement [] C; = 1.
i=1

7.4 Quelques exemples de calculs de lois
7.4.1 Transformation d’un vecteur aléatoire

On considére (X1,...,X,) un vecteur aléatoire de densité f, a valeurs dans un ouvert U — R™. Soient
V < R" un ouvert et ¢: U — V une fonction mesurable. On pose Y = (Y1,...,Y,) = ¢(X4,...,X,) et comme
d’habitude on cherche a déterminer la loi de Y. En particulier, dans ce cas de figure, on cherche & déterminer
des conditions sur ¢ pour que notre vecteur aléatoire Y soit encore a densité. Pour cela nous allons utiliser la
méthode de la fonction muette.

Soit h: R™ — R une fonction continue bornée quelconque. D’aprés le théoréme de transfert, on a alors

E[h(Y1,...,Yn)] = B[A(é(X1,. .., Xn))]
= JU hp(z1, .. z0)) f(T1,. ., 2n) doy - - - dy,

Or, pour pouvoir montrer que (Y1,...,Y,) est de densité g, il faut obtenir :

E[h(Y1,...,Y,)] = J h(y1y - s Un)gWis- -y Yn) dyr - - - dyn.
v

Pour passer de SU a SV ci-dessus, il est naturel d’appliquer un changement de variable dans l'intégrale.

Théoréme 7.4.1.1 (RAPPEL). Soit ¢: U — V un C'-difféomorphisme entre deux ouvert de R™ (¢ est une
bijection C* et ¢~ est également C1). Sous réserve d’intégrabilité, on a

f h(p(z1,. .. zy))dey - -doy, = J h(y1y .- yn)| Jac(d (y1s -+ o, yn)) | dyr - - - dyn
U 1%

avec

Jac(o (Y1, yn)) =

o™i )
'( y; - 10) 1<i,j<n.

Remarque 7.4.1.2. Si ¢: U — V est un difféomorphisme et X est a valeurs dans U de densité fx, alors ¢(V)
est a valeurs dans V et a pour densité

() =1v () fx (¢ () Jac(e™ (1)

avec Yy = (Y1,---,Yn)-

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoréme précédent dans

JUh(gZ)(xl,...,xn))f(xl,...,xn)dxl---dxn.

O

Appliquons tout cela au probléme suivant. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi
N(0,1), quelle est la loi de X /Y ?

Commengons par remarquer que X /Y est une variable aléatoire bien définie car P(Y = 0) = 0, Y étant
une variable aléatoire a densité. Pour répondre a la question, nous allons chercher la loi de (U, V) = (X/Y,Y)
puis prendre la premiére marginale. Tout d’abord, (X,Y") est un couple & densité car X et Y sont a densité et
indépendantes. Sa densité est donnée par

fxr(@,y) = fx (@) fy(y) = %e*ﬁ/?*yz/?,

Soit h: R? — R une fonction continue bornée quelconque. On a alors

E[h(U, V)] = E[h(X/Y,Y)] = J fR iy he/y.) e drdy,
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On pose
p: RxR* - RxR*
(z,y) — (x/y,y) = (u,v)
On a
u =2a/y L =mw
v o=y y =0
donc

. RxR* >R xR*
(1,0) - (0, 0)

—! sont C!, donc ¢ est un C' difféomorphisme.

De plus ¢ et ¢
Jac(p™ (u,0)) = |5 1] = v

ce qui nous donne, par le théoréme de changement de variable,

1 112172+U2
E[h(U, V)] = ff h(u7v)|v|2—e_ 7 dudv
R x R* m

1 u?v2 402
= JJ h(u,v)|v|=——e™" 2z  dudv.
R2 2w

Ainsi, (U, V) est une variable aléatoire a densité, de densité

w2402 )

1 (-
fovy(u,v) = |U|f2 6( 2 avec  (u,v) € R?.
e

Il en découle que U est une variable aléatoire & densité, de densité

u202e0? 1 (" _w2ase?
fu(u) =J- |v|—e_ e dv = ,J vem =5 dv

™ Jo

2 u2)
B e~ = +0071 1
_7r 1+u? |, Tl

Ainsi, X/Y ~ C(1).

7.4.2 Loi de la somme de deux variables aléatoires indépendantes 4 densité

Proposition 7.4.2.1. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, & densité, de densités respectives
fx et fy. X +Y est alors une variable aléatoire a densité, de densité

oy (t) = fx = f(®) jfx Mt—xdx—jfxt— )y () dy

L’opération * est appelé produit de convolution.

Remarque 7.4.2.2. Si X et Y sont positives, alors

oy (t) = f Fx(8)fy (t — 5) dsigs (£).

On peut faire le paralléle avec la formule obtenue lorsque 1'on considére la somme de deux variables aléatoires
discrétes a valeurs dans N :

P(X—I—Y:n):iP(X:k)P(Y:n—k) pour n € N.

Démonstration. (X,Y) est un vecteur aléatoire a densité, de densité (x,y) — fx(x)fy (y). Calculons la fonction
de répartition de X + Y. Soit t € R,

Fxiy(t) =P(X+Y <t) =P((X,Y) e 4) = J N fx (@) fy(y) dz dy
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avec Ay = {(z,y) e R?; = +y < t}.

reo = [ ([ i) swar= [ ([ sxe-nas)moay

B j_too (JR Fx(s =) fv () dy) ds.

On en déduit ainsi le résultat. O

Exemple 7.4.2.3. Soient X et Y indépendantes, de loi £(A). On a alors

¢ ¢
fx+y(t) = L ft—9)f(s)dsig+(t) = fo MM em A do1 4 (1)

t
= )\QJ e Mdslgy (t) = Nte Mg (1).
0

On peut généraliser le résultat & la somme de n variables aléatoires indépendantes de méme loi exponentielle.

Définition 7.4.2.4. Soient A > 0 et a > 0 deux paramétres. On appelle loi gamma de paramétres (a, \) et on
note I'(a, A) la loi de densité
)\a

T'a) 2 e Mg (x)

fx) =

avec

+0
I(a) = J 7 e % da.
0

La loi T'(1, A) correspond a la loi £(A).

Proposition 7.4.2.5. Si X1, ..., X, sont des variables aléatoires indépendantes de loi £()), alors X7+ -+ X, ~
T(n,\).

La proposition peut se démontrer par récurrence.
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8 Convergences

8.1 Quelques inégalités

On considére dans cette partie des variables aléatoires réelles.

8.1.1 Inégalité de Markov

Proposition 8.1.1.1 (INEGALITE DE MARKOV). Soit X une variable aléatoire positive et @ > 0. On a alors

Démonstration. On a
E[X] = E[X]-XZa + X1X<a] = E[Xl)(;a] + E[1X<a]

= E[ale(L] + E[01X<a] = aE[lea].
Y :=1x>, est une v.a. a valeurs dans {0, 1} donc elle suit une loi de Bernoulli. Comme
Y =1} {X>a

alors E[Y] = P(X > a) ce qui nous donne le résultat. O

8.1.2 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Proposition 8.1.2.1 (INEGALITE DE BIENAYME-TCHEBYCHEV). Soit X une v.a. réelle de carré intégrable,
a > 0, alors
V(X)

P(X —E[X]| > a) < —5

a
Démonstration. 1 suffit d’appliquer I'inégalité de Markov & la variable aléatoire positive | X — E[X]|? :
P(|X — E[X]| > a) = P(IX — E[X]* > o”)
_ E[X -EX]P] _V(X)
= a? a2

8.1.3 Inégalité de Jensen

Rappelons la définition d’une fonction convexe réelle.

Définition 8.1.3.1. On dit que f: R — R est une fonction conveze si pour tous (z,y) € R?, pe [0,1], on a
flpz+ (1 —ply) <pflz)+ (1 —p)f(y).

Proposition 8.1.3.2. Si f: R — R est une fonction C!, alors f est convexe si et seulement si le graphe de f
est au dessus de toutes ses tangentes. Egalement, f est convexe si et seulement si f’ est croissante.

Proposition 8.1.3.3. Si ¢: R — R est une fonction convexe, alors

P(E[X]) < E[¢(X)]
sous réserve d’existence des espérances.

Démonstration. Si ¢ est C1, alors le graphe de ¢ est au-dessus de ses tangentes, ainsi on a, pour tout ¢ € R,

o(x) = o) + &' (t)(x —t) (YoeR).
Dans le cas général, on peut montrer que cette inégalité s’étend de la fagon suivante : pour tout ¢ € R, il existe
m(t) tel que

o(x) = o(t) + m(t)(x —t) (VzeR).
Ainsi, on a

P(X) = ¢(t) + m(t)(X — 1)
et
E[¢(X)] = ¢(t) + m(t)(E[X] —1).
En prenant ¢t = E[X] dans 'égalité précédente, on prouve le résultat. O
Exemple 8.1.3.4. Pour tout r > 1,
|E[X]" < E[|X]"]

En particulier, si E[|X|"] < 400, alors E[| X |*] < 400 pour tout 1 < s < r.
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8.1.4 Inégalité de Holder

Proposition 8.1.4.1 (INEGALITE DE HOLDER). Soient 1 <p < +wet 1 < g < +ow telsque 1/p+1/g=1 (g
est appelé lexposant conjugué de p). On a alors

E[|XY[] < E[|X|"]"PE[|Y|1]".
Remarquons que le cas particulier p = 2 = ¢ correspond & l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Démonstration. e Une preuve possible repose sur 1’égalité de Young que nous allons commencer par prouver et
qui dit ceci : pour tous z,y € R? et p, ¢ conjugués, alors

el Lyl
lzy| < —.
p q

Cette inégalité est évidente lorsque = = 0 ou y = 0. Sinon, la concavité de la fonction In nous donne

1 P q
In|zy| = = In|z” + ln|y|q <In (' il |y|>
p p q
et la croissance de la fonction In nous permet de conclure.
Montrons maintenant I'inégalité de Holder. Si E[|X|P]Y? E[|Y]9]Y/2 = 0, le résultat est évident. Sinon, on a
d’aprés l'inégalité de Young :

E[|XY]] _E Y < | XP/EIXPT Y/ E(Y]]
E[|X|P]/r E[|Y|e]"/a E[ IXI” 1rE[[Y|a]tal] ~ p q
<lil
p q
d’ou 'inégalité. O

8.2 Lemme de Borel-Cantelli
Définition 8.2.0.1. Soit (A,,),>1 des événements aléatoires (de la tribu .A).

eOna:
limsup 4,, = ﬂ U A, €A
n—+w neN.g p=n
={weQ; (YneNsg) @p=n)we Ay}
= {w € Q; w appartient a une infinité de A,}
= «une infinité de A,, sont réalisés ».
eOna:

it 4, = |J (14, <4

neN-gp=n
={weQ; (IneN.y) (Vp=n)weA,}

{w € Q; w appartient a tous les éléments de A,, a partir d’un certain rang}

« tous les A,, sont réalisés sauf un nombre fini ».

Remarque 8.2.0.2. (1) On a liminf 4,,  limsup A4,

n—+w n—+00
: _ C
(2) On a (l;rgilg) An) lérilf%cfA

Exemple 8.2.0.3. (1) Si 4,, = [0,2+ (—1)"] : limJirnf A, =[0,1], limsup 4,, = [0, 3].
n— n—+00
(2) Si A, =[0,24 (=)™ + (=1/2)"] : limirg A, =[0,1], hmsupA = [0, 3].

n——+0o0
Théoréme 8.2.0.4 (LEMME DE BOREL-CANTELLI). Soit (A, )reN une suite d’événements aléatoires.
(i) Si > P(4,) < 4w, alors P (limsup An) =0.
nelN n—-+0o0

(ii) Si les (Ap)nen sont indépendants et si >, P(A,) = +o0, alors
nelN

P (limsup A,L) =1

n—+00
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Démonstration. (1) Si A =limsup A, = (| | 4, < |J A, pour tout n, alors

n—+0o0 n=0p=n p=n

P (limsup A4,) <P ( U A,,) < S P(4,) =50

n—-+aoo p>n p>n

car ), P(A,) est le reste d’une série convergente.

p=n
(i) On a P (limsupA,) = P( (U 4y) = lim P(J 4,) car (|J Ap), ., est décroissante. Pour
n—+00 n=1 p>n n—oto0 sy p>n n=
conclure, il suffit de montrer que P ( U Ap) =1 pour tout n > 1. On a
p=n
N N N
P ( U Ap) =1-P ( ﬂ AE)) =1- H P(AIC)) par indépendance
p=n p=n p=n

=1- H(l —P(4)).

p=n

En utilisant I'inégalité de convexité 1 — z < e™® pour tout x € R, on obtient

P ( LNJnAp> >1- ﬂexp(—P(Ap)) =1 —exp ( - ip(A,,)) EAEAEENS|

car la série diverge. Ainsi, la suite (| J Ap)nsn étant croissante, on a
p=n

N
P ( U Ap) = Jim P <pUnAp) > 1.

p=n

8.3 Définitions des différentes notions de convergences

On considére (X, )nen une suite de v.a. réelles définies sur un méme espace de probabilité (2, A4, P) et X une
v.a. également définie sur cet espace de probabilité (2, .4, P). Il est également possible d’étendre ce qui suit a des
vecteurs aléatoires réels en remplacant toutes les valeurs absolues par la norme euclidienne. On veut donner un
sens mathématique & « X, converge vers X ». Il s’avére qu’il existe en théorie des probabilité plusieurs notions
possibles de convergence. Nous allons les lister ci-dessous.

Définition 8.3.0.1. On dit que (X,,)nen converge presque sirement vers X si :

P({we @ Xp(w) » X(w)}) = 1.

On note alors X,, —=> X.

n—+0o0

Définition 8.3.0.2. On dit que (X, )nen converge en probabilité vers X si :
(Ve >0) P(X,—X|>¢e) 22520,

P
On note alors X,, —— X.
n—-+aw

Remarquons que si € < &', alors P(|X,, — X| = ¢') < P(|X,, — X| = €), ce qui implique que si
P(X, - X|=¢) 22550

alors
P(X, - X|=¢) 2220

pour tous les €’ > e. Pour montrer une convergence en probabilité, on peut donc se contenter de montrer que
+00
P(|X,—X|>¢) =50

uniquement pour les € > 0 plus petits que n’importe quelle borne A > 0 fixée.
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Définition 8.3.0.3. On dit que (X, )nen converge dans LP pour p = 1 vers X si: X, € L? (i.e. E[| X,|P] < +00)
pour tous n € N, X € LP (E[|X|P] < 400) et

B[l X, — X[P] "% 0.

LP

n—+00

X.

On note alors X,

Définition 8.3.0.4. On dit que (X, )nen converge en loi vers X si: Fx _ (t) — Fx(t) en tout point de continuité
de F'x. On note alors X, £ X.

n— -+

Remarque 8.3.0.5. (1) Si Fix est continue, alors pour tous a < b € R,
P(X, € [a,b]) 2225 P(X € [a,b])

(2) Pour la convergence en loi, on a pas besoin les v.a. soient définies sur le méme espace de probabilité! De

plus, concernant la limite X, seule sa loi importe. En particulier, on peut par exemple écrire X, %» N(0,1)
n——+0ao0

. c .
au lieu de X,, —=—— X avec X ~ N(0,1). Par contre, pour les autres convergences, tout ceci est faux.
n—+00

Concernant la convergence en loi, on peut se poser la question de 1'utilité de regarder la convergence de la
fonction de répartition uniquement aux points de continuité de la fonction de répartition limite. Il est néanmoins
possible de voir sur des exemples simples que cette restriction est tout a fait naturelle. Prenons par exemple la

suite de v.a. constantes X, = 1/n. Il semblerait naturelle d’avoir X, £ 0. Regardons ce qu'il en est de la
n

fonction de répartition :

t>:{0 sit<1/n nj)oo{o sit<0

1 sinon 1 sinon

Or
0 sit<O

1 sinon

Fot) =P(0 < t) = {

. L R . . , - . . S
On a donc bien X,, ——— 0 méme si la fonction de répartition ne converge pas au point de discontinuité 0.
n—+00

8.4 Autres caractérisations et liens entre les convergences
Proposition 8.4.0.1. On a
X, —— X < (Ve > 0) P (limsup{|X, — X| >¢}) =0.

n—+aw n—+0o0
Remarque 8.4.0.2. Si pour tout € > 0, on a
DIP(X, — X[ >¢) <+
nelN

alors le lemme de Borel-Cantelli associé & la proposition précédente permet de montrer la convergence presque
stire de (X, )nen vers X.

Démonstration. Soit w € (.
X, (w) -—i;» X(w) < (Ve >0) AN eN) (Vn = N) | X,(w) — X(w)| <¢
S we ﬂ U ﬂ AL
e>0 NeNn>=N

avec A% = {|X,, — X| < ¢}. La derniére intersection est non dénombrable, néanmoins, comme elle est croissante
en ¢ (lorsque € croit), on peut se restreindre aux valeurs € = 1/k pour k € N+g. On obtient alors

_£ | 1k

Xo(w) —— X(w) s we N U ) A (8.1)
keN~-o NeNn=N

En passant & la contraposée, on obtient donc

Xow) b X swe ) () U@

keN-g NeNn=N
S we U lim sup{|X,, — X| = 1/k}.
0

k€N>0 n—
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Ainsi, on a
P (limsup{|X, — X| > 1/k}) < P(X,(w) b X(w)) (Vk e Nxy)

n—+0o0
et comme 'union est croissante en k,

lim P(hmsup{|X - X|>1/k}) = < U hmsup{|X - X| = 1/k}> =P(X,(w)  X(w)).

koo n—+ keN=o "7
En utilisant & nouveau la croissance en k£ de I’union, on obtient

P(limsup{|X,, — X| =z ¢}) < P(X,(w) b X(w)), Ve>0

n— -+

et
hm P (limsup{|X, — X| > ¢}) = P(Xyp(w) b X (w))

n—+00
Si X, —+> X, alors P(X,,(w) + X(w)) = 0, ce qui implique que
P(limsup{| X, — X| =¢}) =0 (Ve >0).
n—+00

Inversement, si
P (limsup{|X,, — X| >¢) =0 (Ve >0)

n—+0o0
alors
hm P (limsup{|X, — X| > ¢}) =0 = P(X,(w)  X(w))
n—+0o0
ce qui prouve le résultat. O

Remarque 8.4.0.3. Remarquons que (8.1) permet de justifier que {X,, — X} est bien un événement aléatoire
et donc on a le droit de calculer sa probabilité. En particulier, cela implique que la définition de la convergence
presque siire & bien un sens.

La proposition suivante est admise : elle donne les caractérisation équivalente de la convergence en loi.
Proposition 8.4.0.4. Les assertions suivantes sont équivalentes :
. c
(1) Xn(w) 7= X(w);
(ii) pour toute fonction h continue bornée on a E[h(X,)] 2=5 E[h(X)];
(iii) pour tout ¢ € R, ¢x, (t) 2=F25 ox (1)

La derniére caractérisation suppose que la limite de ¢x, soit une fonction caractéristique. Il existe un
théoréme plus fort qui se passe de cette hypotheése.

Théoréme 8.4.0.5 (LEVY). S'il existe une fonction ¢: R — C continue en 0 telle que ¢, (t) 2==2> ¢(t) pour

tout t € R, alors X, converge en loi et ¢ est la fonction caractéristique de la limite.

Dans le cas des v.a. discrétes, il existe encore une autre caractérisation possible de la convergence en loi.

Proposition 8.4.0.6. Soit (X,,)nen et X des v.a. & valeurs dans N. On a X, % X si et seulement si
n——+0o0

P(X, =k =5 P(X =k) (VkeN)

Démonstration. e Supposons que (X, )nen converge en loi vers X. Pour k € N, on considére une fonction hy
continue telle que hi(z) = 0 pour tous = ¢ |k — 1,k + 1[ et hy(k) = 1. On a alors

P(X, = k) = B[l (X,)] 7= E[hy(X)] = P(X = k).
e Inversement, on suppose que
P(X, =k =5 P(X =k) (VkeN).

Soit t € R quelconque.

donc X, (w) ——— X (w). O

n—+00
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Il existe de forts liens entre les différentes notions de convergences, comme l'illustre la proposition suivante.

Proposition 8.4.0.7. (i) La convergence L? implique la convergence LP lorsque ¢ > p > 1;
(ii) La convergence L? (p > 1) implique la convergence en probabilité;

(iii) La convergence presque-stre implique la convergence en probabilité ;

(iv) La convergence en probabilité implique la converge en loi.

Démonstration. (i) En utilisant 'inégalité de Holder, ou l'inégalité de Jensen, on a

E[1X, — X[’] < E[|X, — X|""7P/" x 1 = B[|X, - X"}
car ¢/p = 1. Ainsi, le membre de gauche de I'inégalité tend vers 0 lorsque celui de droite tend vers 0.
(ii) Soit € > 0 quelconque. D’aprés I'inégalité de Markov, on a

E[|X, — X|?
P(|X, — X| > ¢) = P(|X, — X|P > ¢P) < %

Ainsi, pour tout €, P(|X,, — X| = ¢) tend vers 0 si E[|X,, — X|?] tend vers 0.
(iii) Soit € > 0 quelconque.

PO, - X120 <P (1%, - x122) =5 () Jlx, - %122
p=n n=0p=n

donc si

n—+00

P (gl = X1 2 2) =P (] 113, - X1 22)) =220

n=0p=n

alors P(|1 X, — X| > ¢) NimaniNy )
(iv) Soit ¢ un point de continuité de Fx.

Fx, (t) =P(X, <t)
P{Xn <t} 0 {|Xn — X[ <e}) + P({Xy, <t} 0 {| X0 — X[ = &})
SP(X <t+e)+P(|X, — X|=e) 2255 Fx(t +¢).

On a donc limsup Fx, (t) < Fx(t + ¢) et comme le membre de gauche ne dépend par de €, on peut faire tendre
n—+00
¢ vers 0 dans le membre de droite pour obtenir : limsup Fx_(t) < Fx(¢).

n——+0o0
De la méme fagon,
1-Fx,(t)=P(X, >1t)
=P{X, >t} n{| X, —X| <e}) + P{X, >t} n {|X,, — X| = €})

S1-PX<t—e)+P(|X, —X| =) =51 - Fx(t—e).

On a donc limJirnf Fx (t) = Fx(t —¢) et comme le membre de gauche ne dépend pas de ¢, on peut faire tendre €
n—+00
vers 0 dans le membre de droite pour obtenir : lim inf Fx, (t) = Fx(t) en utilisant la continuité de Fx au point
n——+00

t. On en conclut que
liminf Fx, (t) = limsup Fx, (t) = lim Fx (t) = Fx(¢).

n—-+00 n—+00 n—+0

O

Il est bon de remarquer que les réciproques sont fausses, nous renvoyons au TD pour des contre-exemples.
Néanmoins il existe des réciproques partielles.

Proposition 8.4.0.8. (i) Si X,, converge vers X en probabilité, alors X,, converge vers X presque-siirement a
une sous-suite preés.
(ii) Si X,, converge en loi vers une constante ¢, alors X,, converge en probabilité vers c.

Démonstration. (i) On pose ng = 0 et grace & I'hypothése de convergence en probabilité, on construit par
récurrence une suite strictement croissante (ng)ren telle que pour tout k € N+g, on a

1
P(|X,, — X|>1/k) < 5.
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Ainsi, pour tout € > 0, on a

MP(Xn, —X[2)= ) P(X,, —X[2e)+ Y P(X,, —X[>¢)
keN k<l/e k=1/e

DP(X,, — X[ =)+ > P(X,, — X| > 1/k)
k<l/e k=1/e

1
[1/e] +1+ Z 72 < oo
k=1/e

N

N

Le lemme de Borel-Cantelli permet alors de conclure a la convergence presque-stre de (X, )gen vers X.
(ii) Tout d’abord, F.(t) = 1;>. qui est continue sur R\{c}, donc

n—+m F.(t)=0 sit<c
Fx, (1) ’{Fc(t)zl sit>c

On a
P(X,—c|>e)=PX,<c—e)+P(X,2c+e) 25 Fc—e)+ (1 — Fu(c+¢)) =0

car F, est continue en ¢ + €. O

Proposition 8.4.0.9. Si X,, converge vers X et Y, converge vers Y presque-siirement (resp. en probabilité,
resp. dans LP) alors (X,,,Y,,) converge vers (X,Y") presque-siirement (resp. en probabilité, resp. dans LP). Cela
implique en particulier que X,, +Y,, converge vers X +Y et X,,Y;, converge vers XY (pour les mémes types de
convergences).

Remarque 8.4.0.10. Attention! La proposition précédente est fausse pour la convergence en loi. Prenons par
exemple X ~ N (0,1) et posons X,, = X. Comme —X & méme loi que X, alors X, — £ S Xet Xn £ X

n—+o0 n—+a0
Pourtant 2X,, = 2X ne converge pas en loi vers 0!

Proposition 8.4.0.11. Soit h: R — R est une fonction continue. Si X,, converge vers X presque-siirement, ou
en probabilité ou en loi, alors h(X,,) converge vers h(X) presque-siirement ou en probabilité ou en loi.

Démonstration. Exercice. O

8.5 Quelques exemples de convergences
8.5.1 Lois de Bernoulli

On considére X,, ~ B(p,) avec p, 2==2> 0. Pour tout 0 < & < 1,

P(IX, =0 >¢) = P(X, =1) = p, *>0

donc X, P, 0.De plus, pour tout p > 1,
n——+00
E[|X,["] = E[X,] = p, =50
donc X, Li 0. Enfin, si on suppose les X,, indépendantes, pour tout € > 0, on a d’aprés le lemme de
n——+0o0

Borel-Cantelli,
P (limsup|X, — 0| >¢) =0« Y P(|X, - 0] > ¢) < +o0.

n—-+aw0 n>1

On a donc X, p‘—i» 0 si et seulement si > p, < +00. Attention, si on a plus I'indépendance, alors Y. p, <
n—+o n=1 n=1

+00 implique la convergence presque-stire mais la réciproque est pas nécessairement vraie. En effet, prenons
Q0 = [0,1] muni de la mesure de Lebesgue et X, (w) = 1oe[0,1/n]- On a alors X, ~ B(1/n), > 1/n = +ow0 et
n=1

P>, 0! On pose maintenant Y;, = nX,, avec X,, ~ B(1/n). Pour tout 0 < ¢ < 1,

pourtant X,

n—+00

P(Y, -0/ =¢)=P(X, =1) = 1/n 2250
P

n—+00

donc Y, 0. Par contre

1
E[|Y.]] =n x -~ = 1,
donc Y, ne converge pas vers 0 dans L' (et donc ne converge pas tout court dans L' car on rappelle que la
convergence dans L' vers une limite Y implique la convergence en probabilité vers Y et donc nécessairement
on devrait avoir Y = 0).
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8.5.2 Approximation Binomiale-Poisson

Proposition 8.5.2.1. Si X,, ~ B(n,\/n), alors X, P(N).

n—+00

Démonstration. Comme on a des v.a. a valeurs dans N, il suffit de regarder la convergence de P(X,, = k) pour

tous les k € N. Soit k e N,
k n—k
n A A
(k) (n> (1—k> (pour n = k)
| k n —k

o A A2
kl(n — k) nk n n
Akn(n1)~~(nk+1)< A)"( A)_k
= 12 12
k! nn---n n n

)\k

n—+0 )\

— e .
k!

o
»
3
I
=
I

Il est également possible de démontrer le résultat en regardant la convergence de la fonction de répartition. [

8.5.3 Maximum de lois exponentielles

Soit (X, )nen des v.a. i.i.d de loi £(A). On pose M,, = max{Xy,...,X,} et Y,, = AM,, —In(n). On s’intéresse
a la convergence en loi de Y,, et pour cela, on étudie la convergence de la fonction de répartition. Soit ¢t € R,

1
Fy. (1) = P(AM,, — In(n)) < t) = P (Mn < H;(n))
_ HP (Xi < t+ln(n)>
i=1 A
t+1 n t
= <1 exp ( — W)) car %(n) > (0 pour n assez grand
—t\ T —t
= (1_e> =exp(nln<1—e>) noto —emh
n n

Comme t +— e~ ¢  est une fonction de répartition (croissante, continue, tendant vers 0 en —co et 1 en +0), Y,

converge en loi vers Y de fonction de répartition Fy (t) = e . Remarquons que cette fonction de répartition
est C!, donc Y est une v.a. a densité.
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9 Théorémes limites en probabilité

9.1 Lois des grands nombres

Soit (X, )nen une suite de v.a. i.i.d. On pose S, = X7 + -+ + X, et on s’intéresse a la moyenne empirique.

Donnons un exemple concret pour motiver cette étude. Si on lance plusieurs fois une piéce équilibrée, les
lancers étant indépendants, on peut noter X, le résultat du n-iéme lancer (X,, = 1 si on obtient "pile" et
X,, = 0 si on obtient "face"), alors S,,/n représente la proportion de pile aprés n lancers. Empiriquement, on
sait que cette proportion tend vers 1/2 quand le nombre de lancers tend vers U'infini. Nous allons donc donner
un sens mathématique & cette constatation empirique.

Proposition 9.1.0.1 (LOI FAIBLE DES GRANDS NOMBRES). Soit (X, )nen une suite de v.a. i.i.d de méme loi
que X. On suppose que E[|X|?] < +c0. On a alors

Sn B gix] etdonc 2 —P ., E[X]E[X]
n n—-+00 n n—+00

Démonstration. E[S,/n] = E[X] et donc

O

Théoréme 9.1.0.2 (LOI FORTE DES GRANDS NOMBRES). Soit (X, )nen une suite de v.a. i.i.d de méme loi que
X. On suppose que E[|X]|] < +0c0. On a alors

Sn _pe E[X].
n n—o+w0
Démonstration. Nous allons prouver le résultat uniquement avec I’hypothése supplémentaire
E[|X[*] < +00, le cas général étant admis.
On pose my = E[X], my = E[X?] et my = E[X*]. On peut supposer que m; = 0 car il suffit de remplacer X;
par Y; := X; —my qui est bien d’espérance nulle. Montrer que S;—: n%'i;» 0 est équivalent a montrer que pour

tout £ > 0, P (limsup{|S,/n| > €}) = 0. D’aprés le lemme de Borel-Cantelli, il suffit de montrer que
n——+0o0

Z P(|S./n| > ¢) < +o0.

n=1

Soit € > 0 fixé. D’aprés l'inégalité de Markov on a

E[S}]
2 4,4 n
P(IS,/nl > <) = P(IS, [ > e'nt) <~ 1
et par linéarité de ’espérance,
E[S)] =E[(X:+--+Xa)' = ), E[XX;XeX/].

Lorsque ¢ # j # k # £, 'indépendance nous donne
E[X;X; X, X/| = E[X;| E[X;] E[X:] E[X/] = 0.

De la méme facon, dés qu’un indice est seul, on a E[X;X; X}, X,] = 0. Les seuls termes non nuls sont :

e E[X}] =my,ilyenan.

e E[X7X?] = E[X?|E[X7] = m3, pour 1 <i # j <n.

IlyenaC2C% = 3n(n—1) (choix de i et j, puis place des 7). On a donc E[(S,)*] < Cn? et P(|S,,/n| > ¢) < 8267;2
qui est le terme général d’une série convergente.

Reprenons I'exemple de départ : si on lance n fois une piéce, la proportion de pile tend vers p.
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9.2 Théoréme centrale limite

On sait maintenant que, sous réserve d’existence de E[X], 2= P>, E[X] et donc %2 _ E[X] 0.
n—-+0o0 n— 400

Afin de quantifier la vitesse de cette convergence, on cherche « tel que n® (S—; —E[X ]) tend vers quelque chose
de non trivial.

Théoréme 9.2.0.1 (THEOREME CENTRALE LIMITE). Soit (X,)sen une suite de v.a. i.i.d de méme loi que X.
On suppose que E[|X|?] < +00. On note E[X] = m et V(X) = 02 (supposée non nulle). On a alors

N <Sn _ m> L LN, 1),

g n n—-+0o0

Remarquons que si on pose Y,, = @(S—“ —m), alors E[Y,,] =0et V(Y,) = 1.

g n

Démonstration. Comme pour la preuve de la loi forte des grands nombres, on peut supposer que m = 0, quitte
a remplacer X; par X; —m. On va regarder la convergence de la fonction caractéristique de Y,,. Soit ¢t € R fixé,

L X1+ +Xn

¢y, (t) = E[e"™] = E[eit%] = E[e" v ]

On fait un développement limité de ¢x, en 0 : E[X?] < +o0 donc ¢y, est C2 et

h2
¢x,(h) = ¢x,(0) + ho'y, (0) + 70#')’(1 (0) + o(n?)
=1+ hE[X]— h; E[X7?] + o(h?).
Ainsi,

t t202
¢X1 (0'\/%) =1- m + o(l/n)

by (t) = <1 - % + o(l/n))n - (1 - Z)nu +o(1/n))".

2\" 12 nes
(1—) = exp <nln (1—)) noFo, —t72,
2n 2n

On ne peut pas faire la méme chose pour le terme (1 + o(1/n))™ car o(1/n) est complexe! Néanmoins, on a

et

De maniére classique,

[(14+o(1/n)" —1| = o(1/n))k Z Flo(1/n)|F = (1 + |o(1/n)|)" — 1

_ enln(lm o1/m)l) _ 1 m, 0

On a donc ¢y, (t) 2=F%5 e=t*/2 qui est la fonction caractéristique de la loi A(0,1). O



Probabilités, Licence 3°™¢ année 51

10 Vecteurs gaussiens
Le but de ce dernier chapitre est de généraliser la loi gaussienne au cadre multidimensionnel.

10.1 Introduction (loi normale réelle)

Définition 10.1.0.1. Soient m € R et 02 > 0. X ~ N (m,0?) si X est une v.a. a densité, de densité

)2
f(x)—ﬁexp(—%) avec z€R.

On définit également X ~ N(m,0) si X = m p.s.

On remarque que la loi N'(m,o?) est & densité si 0 > 0 et est discréte si o = 0.
Proposition 10.1.0.2. Si X ~ N (m,0c?) avec o > 0, alors

X —-m
o

~ N(0,1).

Démonstration. 11 suffit de calculer la fonction de répartition de la v.a. % O

Une conséquence de la proposition précédente est que tout calcul sur la loi A (m,o?), lorsque o > 0, se
rameéne & un calcul sur la loi N(0,1).

Proposition 10.1.0.3. Soit X ~ N (m,0?) de densité f,, ,2 lorsque o > 0. On a alors :

.SRfma dl‘—]_
e E[X]=m et V(X) = o2

Démonstration. e En appliquant un changement le variable u = (z — m)/o, on a

2 = —u?/2 = L
JR fm,a (1') dx JR fo,l(U) du = m J du : m[

avec [ = SR e~%*/2 du. En appliquant le théoréme de Fubini (pour les fonctions positives) ainsi qu'un changement
de variable en coordonnées polaires, on obtient

2 2
2=JJ exp(—x+y>dazdy=J J exp< )rdrd9
R? 2 >0

= 27r[ — 6_7'2/2]3'00

ce qui montre le premier point.
e Pour le second point, le résultat est immédiat lorsque o = 0, sinon, on pose ¥ = (X —m)/o ~ N(0,1). Il
suffit donc d’obtenir le résultat pour Y (i.e. pour la loi N'(0, 1)) puisque 1'on a alors

E[X]=E[m+oY]=m, V(X)=V(m+oY)=o02

2 o) & .
Remarquons que pour tout r =0, on a z"e™* /2 = o(1/2?) en +oo, donc d’aprés le critére de Riemann, on a

+o0 5
E[Y]"] = 2[ e 2 dx < +oo.
0

En particulier, Y posséde une espérance et une variance (finies).

1
E[Y] = T fR ze "2 dz =0

car la fonction intégrée est intégrable et impaire. De plus, une intégration par parties nous donne

2 \/TJ 2e=2/2 g = \/% zx ze T2 dx
T T
1 e 7 2/2
= —2[33( 67962/2)] +| —=—dr=0+1
V2 V27

E[X?]
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Proposition 10.1.0.4. Si X ~ N(m,o?), alors
242
ox(t) = exp <itm — 02>

Démonstration. Si o = 0, le résultat est évident. Sinon, encore une fois on pose Y = (X —m)/o ~ N(0,1) et on
commence par prouver le résultat pour Y (i.e. pour la loi N'(0,1)). Comme Y est intégrable, ¢y est dérivable

et on a y
—x“/2

' (t) = BliXetX =J ize®S Az (VteR).

S lt) = B[iXe"™] = | iwe T —dr (Ve R)

Une intégration par parties nous donne

, " 6712/2 +o0 0. it 67m2/2
t) = |ie"" | — + “te""t ——dx = —t t).
oit) = [iee (=) | [ e e =t

¢y est solution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre, sa résolution nous permet d’obtenir
by (t) =Ce /2 (VteR)
et nécessairement C' = 1 car ¢y (0) = 1. Revenons maintenant a la v.a. X : pour tout t € R,

dx(t) = E[eit(eraY)] = M E[eY] = ™My (ot) = pitm—o?t?/2.

O
Proposition 10.1.0.5. Si X ~ N (m,0?) et Y ~ N (m’, 0’?) sont indépendantes, alors
X +Y ~N(@m+m' 0% +0"?).
Démonstration. 1l suffit de remarquer que
Px+v () = ox(t)oy(t) (VEeR)
et la fonction caractéristique obtenue est celle de la loi N'(m + m/, 0% + o'?). O

10.2 Vecteurs gaussiens

Définition 10.2.0.1. Un vecteur aléatoire X de R™ est dit gaussien si toute combinaison linéaires de ses

n
composante est une v.a. réelle gaussienne : pour tout (A1,...,A,) € R™, > A\; X, est une v.a. réelle gaussienne.

i=1

n
Remarque 10.2.0.2. Si on prend (A1,...,A,) = (0,...,0), alors >} \;X; = 0 ce qui explique pourquoi on a
i=1
élargi la notion de v.a. gaussienne en incluant les constantes.
Corollaire 10.2.0.3. Si X = (Xi,...,X,,) est un vecteur gaussien, alors chaque composante X; est une v.a.
gaussienne.

Remarque 10.2.0.4. Attention! La réciproque du corollaire est fausse! Si on considére des v.a. X1,..., X, qui
sont des gausiennes (réelles), alors (Xy,...,X,,) n’est pas nécessairement un vecteur gaussien. Considérons le
contre-exemple suivant. Soient X ~ N(0,1) et £ ~ R(1/2) (i.e. P(e = 1) = P(e = —1) = 1/2) indépendantes.
On pose Y = €X. On peut montrer que Y et X ont méme fonction de répartition et donc méme loi. Ainsi,
Y ~ N(0,1). Par contre,

PX+Y =0)=P((1+e)X =0)=P{X =0} ufe = —1}) =P(e = —1) = 12
- PUX =0}u{e=-1})=P(X =0)+P(e = —1) — P(X + 0) P(c = —1)

et P(X =0) =0 (X est a densité), donc X + Y n’est pas une v.a. & densité et n’est pas une v.a. constante :
X +Y n’est pas une v.a. gaussienne.
Par contre, si on on ajoute une hypothése d’indépendance, la réciproque du corollaire devient valable.

Proposition 10.2.0.5. Si X, ..., X, sont des v.a. gaussiennes indépendantes, alors (X1, ..., X,,) est un vecteur
gaussien.
Démonstration. On note X; ~ N (m;,0?) pour 1 < i < n. On considére (A1,...,\,) € R". On a alors \;X; ~

N(Aim;, A20?) pour 1 < i < n et la proposition 10.1.0.5 nous donne

i N Xi ~N < i Aim;, i A§a§>.
i=1 i=1 i=1
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10.3 Complément sur les vecteurs aléatoires réels

Dans cette partie, nous considérons des vecteurs aléatoires réels non nécessairement gaussiens. On va géné-

X1
raliser les notions d’espérance, de variance et de fonction caractéristique au cadre vectoriel. Soit X = ( : >
X,
un vecteur aléatoire de R".
Espérance : L’espérance de X est définie comme

E[X4]
E[X] = ( : ) .
E[X,]

Matrice de covariance : Dans le cadre vectoriel, la variance devient une matrice, appelée matrice de
covariance et donnée par

I = E[(X - E[X])"(X - E[X])] = E[(X; - E[X;])(X; — B[X;]))1<i,j<n]
= (Cov(Xi, X;))1<i,j<n-
En utilisant la linéarité de I’espérance, on obtient une autre formulation possible de la matrice de covariance :
I' = E[(X - E[X])"(X — E[X])] = E[X*X] - E[X]"E[X].
Proposition 10.3.0.1. Toute matrice de covariance est symétrique semi-définie positive.

Démonstration. La symétrie est claire. On note m = E[X]. Soit u € R" quelconque : par linéarité de espérance
on a
fulw = Bl'u(X —m)"(X —m)u] = E[("(X —m)u)?] =0

d’ou la positivité. Notons qu’elle n’est pas nécessairement définie positive car, par exemple, I' = 0 si X =
E[X]. O

Fonction caractéristique : La fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire de R" est donnée par
¢X: Rn g C
ty
t= < : ) — E[eitX] = B! 2i-11%]
tn
Proposition 10.3.0.2. La fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire caractérise sa loi.

Comme dans le cas réel, cette proposition est admise.

10.4 Transformation affine d’un vecteur gaussien

Proposition 10.4.0.1. Si X est un vecteur gaussien, alors Y = AX + B avec A € Myx,(R), B € R?, est
un vecteur gaussien. On a E[Y] = AE[X] + B et la matrice de covariance de Y, notée I'y- est donnée par
FY = AFXtA;

n
Démonstration. Toute combinaison linéaire des composantes de Y, >} A;Y;, est une combinaison affine des
i=1
n n !
composantes de X, >, )\i( Dai X+ bi>, donc est une variable aléatoire gaussienne.
i=1 j=1
Par linéarité de 1’espérance, on a E[Y] = AE[X] + B et

I'y = E[(Y - E[Y])'(Y - E[Y])] = E[A(X - E[X])"(X - E[X])'4]
— AE[(X — E[X])'(X — E[X])]'A = ADx'A.

Théoréme 10.4.0.2. Soit X un vecteur gaussien d’espérance m et de matrice de covariance I'. On a alors
. 1
dx (t) = E[eXtX0] = exp (i(t, my — 2ttFt) pour teR™.

Corollaire 10.4.0.3. La loi d’un vecteur gaussien X est entiérement caractérisée par son espérance m et sa
matrice de covariance I'. On note X ~ A (m,I"), notation cohérente avec la dimension 1.
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Démonstration. Soit t € R™ quelconque. On a
¢x (1) = B[e“"] = E[e"] = ¢y (1)

en posant Y = (¢, X). Remarquons que (¢, X) = AX + 0 avec A = ', donc d’aprés la proposition 10.4.0.1, Y
est un vecteur gaussien, donc une v.a. gaussienne car de dimension 1, d’espérance Am = {t,m) et de variance
AT*A = #'T't. On a donc

¢y (u) = exp (iu<t, my — u;ttrt)

11 suffit alors de prendre u = 1 pour conclure. O]

10.5 Indépendance

Contrairement au cadre général, 'indépendance est équivalente a la non-corrélation pour les vecteurs gaus-
siens.

Proposition 10.5.0.1. Soit X = (Xq,...,X,,) un vecteur gaussien. On a équivalence entre :
(i) Xy,...,X, sont indépendantes;

(ii) Xq,..., X, sont deux & deux indépendantes;

(iii) X1,..., X, sont non corrélés;

(iv) La matrice de covariance I de X est diagonale.

Démonstration. Pour n’importe quel vecteur aléatoire, on a (i) = (ii) = (iii) = (iv). Montrons donc que (iv)
= (i). Soit t € R" quelconque,

bx (t) = E[eXt%] = exp <i<t,m> — ;ttl“t>

s 1 - , 1
= exp ( Z <ztkmk — 2Fk,kti)> = H exp (ztkmk — QFk,ktz)

k=1 k=1

H Ox, (t)-

n
Cependant, [] ¢x, (tx) correspond a la fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire dont les composantes

sont indépendantes et de lois gaussiennes N (my, 'y x). Comme la fonction caractéristique caractérise la loi,
Xi,..., X sont indépendantes. O

Attention! La non-corrélation de deux v.a. gaussienne n’implique pas 'indépendance lorsque 'on a pas
un vecteur gaussien. Reprenons lexemple précédent : X ~ N(0,1) et ¢ ~ R(1/2) indépendantes. On pose
Y =eX:Y ~N(0,1). On a E[X] = E[Y] =0, E[XY] = E[¢] E[X?] = 0 et donc Cov(X,Y) = 0. Néanmoins,
X et Y ne sont pas indépendantes : par exemple on a

P(Xe[0,1],Y €[2,3]) =0 P(X e[0,1]) P(Y € [2,3]) > 0.

10.6 Densité
Proposition 10.6.0.1. Si Z ~ N(0,1,,) alors Z est un vecteur a densité, de densité

1 1 .
fz(x) = @ny exp (— 2302) avec xzeR".

Démonstration. Z ~ N(0,1,), donc Zi,...,Z, sont indépendantes et de méme loi A(0,1). Ainsi, Z est un
vecteur & densité et sa densité vaut

[SERRPRIS | PSS S (TR R |

O

Dans le cas général, il est naturel de se poser la question suivante : est-ce qu’'un vecteur gaussien est & densité,
et si oui, que vaut cette densité ? En dimension 1, on s’est ramené au cas centré réduit en posant Y = &%’"
Dans le cas vectoriel, on souhaiterait faire la méme chose mais pour cela il faut donner un sens a la racine carrée

de I" (i.e. o en dimension 1).
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Proposition 10.6.0.2. Soit I' une matrice de covariance. Il existe une matrice A de méme taille telle que
I'=A'A.

Démonstration. T' est symétrique semi-définie positive, donc il existe une matrice orthogonale P et une matrice

diagonale
dy 0
D - ( ' . . >
0 dn

telle que les coefficients diagonaux di, ..., d, sont positifs et ' = PD'P. On pose

Vdy 0
D1/2:< . >
o v,

et A = PDY?tP de telle sorte que I' = At A. O

Proposition 10.6.0.3. Si X ~ N(m,T'), Z ~ N(O,1,) et A est une matrice de méme taille que T' telle que
AYA =T, alors AZ + m a méme loi que X.

Démonstration. D’aprés la proposition 10.4.0.1, AZ + m est un vecteur gaussien de moyenne A0 + m = m et
de matrice de covariance A1, *A =T. O

Théoréme 10.6.0.4. Si X ~ N (m,T), alors X est un vecteur a densité si et seulement si I' est inversible. Dans
ce cas, sa densité f s’écrit
1

1@ = G Jaem)

1
exp ( - ?“(x —m)I(x — m)> avec x€R".

Démonstration. D’aprés la proposition précédente, il suffit d’étudier le vecteur aléatoire Y = AZ + m avec
A'A =T et Z ~ N(0,1,). La variable Z est a densité (sur R") et Y est une transformation affine de Z. En
particulier, Y prend ses valeurs dans le sous-espace affine £ = {Az + m; z€ R"} de R" qui est de dimension
rg(A). On remarque que rg(A4) = rg(I"). Si I' n’est pas inversible, A n’est pas inversible et f n’admet pas de
densité. Si I' est inversible, A est inversible. On applique la méthode de la fonction muette : soit h: R" — R
continue bornée quelconque.

tZZ

E[h(X)] = E[h(AZ + m)] = J i h(az + m)(27r1)n/2 exp < 5

> dzy---dzp,.

On fait le changement de variable suivant
¢: R" - R"

z— Az +m

o't R" > R"
y— A"y —m)

¢ et ¢! sont C!, donc ¢ est un C'-difféomorphisme. De plus,
Jac(¢p™1) = det(A™1) = (det(T1))Y2 = (det(T")) /2
et fzz =y —m)'(A"H)A (y —m) = (y —m)(A'A) " (y —m) = “(y —m)T'"(y — m). Ainsi,

_ ‘ly—m)I 'y —m) 1
E[n(X)] = f B h(y)W exp < - D) > (det(I))1/2 dyy -

ce qui permet de conclure. O
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