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Résumé

L’objet de la théorie des probabilités est de fournir des modèles mathématiques permettant l’étude
d’expériences dont le résultat n’est pas connu ou ne peut pas être prévu avec une totale certitude.
Le résultat précis de ces expériences n’est en général pas prévisible. Toutefois, l’observation et/ou l’intuition
amènent souvent à prévoir certains comportements. Par exemple, si on jette 6000 fois un dé à 6 faces, on
s’attend à ce que le nombre total de 4 soit voisin de 1000. La théorie des probabilités permet de donner un
sens mathématique rigoureux à ces constatations empiriques.
En aval des probabilités se trouve la statistique qui permet de confronter les modèles probabilistes à la réalité
observée.
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1 Introduction et rappels, espaces de probabilités

1.1 Vocabulaire et exemples
On s’intéresse à une expérience aléatoire, c’est-à-dire dont on ne connaît pas le résultat de manière certaine.

Définition 1.1.0.1. On appelle expérience aléatoire toute expérience E conduisant, selon le hasard, à plusieurs
résultats possibles. On appelle univers associé à E l’ensemble Ω de tous les résultats possibles de E .

Exemple 1.1.0.2. (1) L’expérience E consiste à lancer un dé, on a alors Ω “ t1, . . . , 6u qui est fini.
(2) L’expérience E consiste à jouer à pile ou face jusqu’à l’obtention d’un pile, on a alors Ω “ tP, FP, FFP ,
FFFP, . . .u qui est infini dénombrable.
(3) L’expérience E consiste à évaluer la durée de vie d’une étoile dans notre galaxie, on a alors Ω “ s0,`8r qui
est infini non dénombrable.

Un élément ω de Ω sera appelé réalisation de l’expérience ou évènement élémentaire. Un sous-ensemble A
de Ω sera appelé un évènement.

Exemple 1.1.0.3. Dans (1), si on pose l’évènement A : « on obtient un nombre pair », on a alors A “ t2, 4, 6u.
Dans (2), si on pose l’évènement B : « obtient pile en moins de trois lancer », on a alors B “ tP, FP, FFP u.

L’ensemble des évènements sera soit PpΩq l’ensemble des parties de Ω, soit un sous-ensemble A de PpΩq

appelé tribus (que l’on définira un peu après).

1.2 Rappels sur les ensembles
On associe les évènements à des sous-ensembles de Ω. Soit A,B des évènements :

‚ A Y B : A ou B est réalisé.
‚ A X B : A et B sont réalisés.
‚ AA (ou A) : A n’est pas réalisé.

Définition 1.2.0.1. On dit que A et B sont disjoints ou incompatibles si AXB “ ∅. De plus, si pAnqnPNą0
est

une suite d’évènements, alors :
(i)

Ť

ně1
An “ « au moins un des évènements est réalisé ».

(ii)
Ş

ně1
An “ « tous les évènements sont réalisés ».

Proposition 1.2.0.2 (Règles de calcul). Pour A,B,C des évènements, on a :
(i) A X pB Y Cq “ pA X Bq Y pA X Cq et plus généralement on a

A X

ˆ

ď

ně1

Bn

˙

“
ď

ně1

pA X Bnq.

(ii) A Y pB X Cq “ pA Y Bq X pA Y Cq et plus généralement on a

A Y

ˆ

č

ně1

Bn

˙

“
č

ně1

pA Y Bnq.

(iii) pA X BqA “ AA Y BA et plus généralement on a

`

č

An

˘A
“

ď

AA
n.

(iv) pA Y BqA “ AA X BA et plus généralement on a

`

ď

An

˘A
“

č

AA
n.

(v)
`

AA
˘A

“ A.

Démonstration. Il suffit de procéder par double inclusion (exercice).
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1.3 Tribus, mesures de probabilités
On note PpΩq l’ensemble des parties de Ω. Un sous-ensemble A de PpΩq est un ensemble de parties de Ω.

Définition 1.3.0.1. Soit A un sous-ensemble de PpΩq. On dit que A est une tribu (ou σ-algèbre) si :
(i) Ω P A ;
(ii) A est stable par passage au complémentaire : si A P A, alors A P A ;
(iii) A est stable par réunion dénombrable : si pAnqnPN est une famille dénombrable d’ensembles de A, alors
Ť

nPN

An P A.

Le couple pΩ,Aq est appelé un espace mesurable ou espace probabilisable.

Dans une tribu, toutes les opérations finies ou dénombrables d’union, d’intersection et par complémentaire
sont autorisées. De plus, on a ∅ P A car ∅ “ ΩA. Si A,B P A, alors A Y B “ A Y B Y ∅ Y ¨ ¨ ¨ P A.

Dans la suite, l’ensemble des évènements A associés à une expérience sera toujours une tribu. En particulier,
si A ‰ PpΩq, alors certaines parties de Ω ne sont pas des évènements aléatoires et donc on ne pourra pas calculer
leur probabilité.

Proposition 1.3.0.2. Une tribu A est stable par intersection dénombrable.

Démonstration. On a pA X BqA “ AA Y BA, donc A X B “
`

AA Y BA
˘A. Si on considère une suite d’évènements

aléatoires pAnqně1 P A, alors
č

ně1

An “

ˆ

ď

ně1

AA
n

˙A

P A .

Exemple 1.3.0.3. (1) L’ensemble t∅,Ωu est une tribu appelée tribu triviale ou grossière, c’est la plus petite
tribu.
(2) L’ensemble PpΩq est toujours une tribu (appelé tribu discrète), c’est même la plus grande tribu, elle contient
toutes les autres.
(3) Si A Ă Ω, alors A “ t∅, A,AA,Ωu est la plus petite tribu contenant A.

Définition 1.3.0.4. Une partition pBiqiPI de Ω est un ensemble de parties de Ω tel que :
(i) pour tout i P I, Bi est non vide ;
(ii) i ‰ j ñ Bi X Bj “ ∅ ;
(iii)

Ť

iPI

Bi “ Ω.

On prendra toujours I finie ou dénombrable. Remarquons que A “

"

Ť

iPJ

Bi; J Ă I

*

est une tribu sur Ω.

Par convention,
Ť

iP∅
Bi “ ∅.

On peut facilement montrer que A est une tribu et de plus :
ˆ

ď

iPJ

Bi

˙A

“
ď

iPpIzJq

Bi.

On dira que A est la tribu engendrée (comme définie ci-après) par B “ tBi; i P Iu.

Proposition 1.3.0.5. Toute intersection de tribus est une tribu.

Démonstration. (exercice) Remarquer que A1 XA2 “ tA P PpΩq tel que A P A1 et A P A2u.

Définition 1.3.0.6. Soit A un sous-ensemble de PpΩq. On appelle tribu engendrée par A, notée σpAq, la plus
petite tribu contenant A.

On voit que σpAq existe toujours. C’est l’intersection de toutes les tribus contenant A (l’intersection se fait
sur au moins un élément car PpΩq est une tribu contenant A).

Remarque 1.3.0.7. Si Ω est fini ou dénombrable, toute tribu est engendrée par une partition.

Exemple 1.3.0.8. Si A est une partie de Ω, alors

σptAuq “ t∅, A,A,Ωu et σptA,Auq “ t∅, A,A,Ωu.

Si Ω est discret (fini ou dénombrable), on pourra toujours prendre A “ PpΩq. Si Ω “ Rd, il faut faire plus
attention.
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Proposition 1.3.0.9. La tribu borélienne de Rd, notée BpRd
q est la tribu engendrée par les ensembles ouverts

de Rd. Elle coïncide avec :
‚ la tribu engendrée par les ensembles fermés de Rd ;
‚ la tribu engendrée par les pavés ra1, b1s ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ rad, bds ;
‚ la tribu engendrée par les pavés ra1, b1r ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ rad, bdr ;
‚ la tribu engendrée par les pavés sa1, b1s ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ sad, bds ;
‚ la tribu engendrée par les pavés sa1, b1r ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ sad, bdr ;
‚ la tribu engendrée par les ensembles ra1,`8r ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ rad,`8r.

Remarque 1.3.0.10. Bien sûr, BpRd
q ‰ PpRd

q.

Définition 1.3.0.11. Soit pΩ,Aq un espace mesurable ou probabilisable. On appelle probabilité sur pΩ,Aq toute
application P : A Ñ r0, 1s telle que :
(i) PpΩq “ 1 ;
(ii) Pour toute famille pAnqnPN d’ensembles de A deux à deux disjoints, on a :

P

ˆ

ď

nPN

An

˙

“
ÿ

nPN

PpAnq.

Un triplet pΩ,A,Pq est appelé espace probabilisé ou espace de probabilité.

Remarque 1.3.0.12. (1) Une probabilité est une mesure positive de masse totale égale à 1.
(2) Remarquons également que PpΩ Y ∅ Y ¨ ¨ ¨ Y ∅q “ PpΩq “ 1 et

PpΩq `
ÿ

ně2

PpAnq ñ p@n ě 2q PpAnq “ 0

donc Pp∅q “ 0.

Dans toute la suite, on se place dans un espace de probabilité pΩ,A,Pq donné.

Proposition 1.3.0.13. Soit pΩ,A,Pq un espace de probabilité, A,B P A, pAnqnPN une famille dénombrable
d’ensembles de A. (i) On a PpAAq “ 1 ´ PpAq.
(ii) On a PpAq “ PpA X Bq ` PpA X BAq.
(iii) Si A Ă B, alors PpAq ď PpBq.
(iv) On a PpA Y Bq “ PpAq ` PpBq ´ PpA X Bq.
(v) On a P

`
Ť

nPN

An

˘

ď
ř

nPN

PpAnq.

(vi) Si pAnqnPN est croissante, i.e. An Ă An`1, alors on a P
`

Ť

nPN

An

˘

“ lim
nÑ`8

PpAnq.

(vii) Si pAnqnPN est décroissante, alors on a P
`

Ş

nPN

An

˘

“ lim
nÑ`8

PpAnq.

Démonstration. (i) On a 1 “ PpΩq “ PpA Y AAq “ PpAq ` PpAAq car l’union est disjointe.
(ii) On a A “ A X pB Y BAq “ pA X Bq Y pA X BAq et l’union est disjointe.
(iii) On a B “ pB X Aq Y pB X AAq et l’union est disjointe. On a donc

PpBq “ PpB X Aq ` PpB X AAq “ PpAq ` PpB X AAq ě PpAq.

(iv) On a A Y B “ A Y pB X AAq, donc PpA Y Bq “ PpAq ` PpB X AAq. De plus, on a également B “

pB X Aq Y pB X AAq, donc PpB X AAq “ PpBq ´ PpA X Bq.

(v) On suppose le point (vi) prouvé. On pose Bn “
n
Ť

i“0

Ai. Comme Bn “ Bn´1 YAn, on a PpBnq ď PpBn´1q `

PpAnq et par récurrence immédiate,

PpBnq ď

n
ÿ

i“0

P
`

Aiq ď

`8
ÿ

i“0

PpAi

˘

.

Comme pBnqnPN est croissante, le point (vi) donne également

lim
nÑ`8

PpBnq “ P

ˆ

ď

nPN

Bn

˙

“ P

ˆ

ď

nPN

An

˙

.

(vi) On définit une suite d’évènements pCnqnPN par C0 “ A0, Cn “ AnzAn´1 :“ An X pAn´1qA pour n ě 1.
L’ensemble des pCnqnPN est ainsi une suite d’évènements, deux à deux disjoints, vérifiant

An “

n
ď

i“0

Ci et PpAnq “

n
ÿ

i“0

PpCiq.
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On a alors

P

ˆ

ď

nPN

An

˙

“ P

ˆ

ď

nPN

Cn

˙

“
ÿ

nPN

PpCnq “ lim
nÑ`8

n
ÿ

i“0

PpCiq “ lim
nÑ`8

PpAnq.

(vii) Il suffit de passer au complémentaire pour utiliser le point précédent : on pose Bn “ An pour tout n P N.
L’ensemble des pBnqnPN est une suite croissante, donc on a P

`
Ť

nPN

Bn

˘

“ lim
nÑ`8

PpBnq. Ainsi,

P

ˆ

ď

nPN

Bn

˙

“ P

ˆ

ď

nPN

An

˙

“ P

ˆ

č

nPN

An

˙

“ 1 ´ P

ˆ

č

nPN

An

˙

et
lim

nÑ`8
PpBnq “ lim

nÑ`8
PpAnq “ 1 ´ lim

nÑ`8
PpAnq.

Une question naturelle est de savoir s’il est toujours possible de définir un espace de probabilité à partir
d’un espace probabilisable, c’est-à-dire : peut-on toujours construire au moins une mesure de probabilité sur un
espace probabilisable ? Si Ω “ ∅, alors cela n’est pas possible car on doit alors avoir PpΩq “ 1 et Pp∅q “ 0, ce
qui n’est pas compatible. Par contre, si Ω est non vide, c’est effectivement toujours possible de créer une mesure
de probabilité de type "Dirac". En effet, prenons x P Ω, alors la mesure suivante

Px : A P A ÞÑ

"

1 si x P A
0 sinon

est une mesure de probabilité.

1.4 Probabilité uniforme
On suppose dans cette partie que Ω est fini ou dénombrable. On choisit alors pour tribu des évènements

A “ PpΩq.

Proposition 1.4.0.1. La formule
PpAq :“

ÿ

ωPA

pω p@A P PpΩqq

définit une probabilité P sur pΩ,PpΩqq dès que la famille de nombre réels ppωqωPΩ vérifie :
(i) pω P r0, 1s pour tous les ω P Ω ;
(ii)

ř

ωPΩ

pω “ 1.

Inversement, toute probabilité P sur pΩ,PpΩqq est de cette forme : il suffit de poser pω :“ Pptωuq pour tout
ω P Ω.

Démonstration. ‚ Le sens direct est laissé en exercice.
‚ Pour le sens réciproque, tout A P PpΩq s’écrit A “

Ť

ωPA

tωu (union disjointe finie ou dénombrable), donc on a

directement PpAq “
ř

ωPA

Pptωuq.

Remarque 1.4.0.2. La proposition 1.4.0.1 est fausse si Ω n’est pas dénombrable.

Définition 1.4.0.3. Soit P une probabilité sur pΩ,PpΩqq avec Ω fini. On dit que P est la loi uniforme sur Ω si
toutes les épreuves ω P Ω sont équiprobables : i.e.

pω “
1

|Ω|
.

En particulier, on a

PpAq “
|A|

|Ω|
p@A Ă Ωq.

Remarque 1.4.0.4. (1) Le calcul des probabilités se ramène ici à un simple calcul de dénombrement. On a

PpAq “
nombre de cas favorables

nombre de cas possibles
.

(2) Si Ω est dénombrable infini, il n’existe pas de probabilité uniforme.
(3) « au hasard » signifie qu’on munit pΩ,PpΩq,Pq avec P uniforme.
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2 Probabilités conditionnelles, indépendance
Dans toute la suite on se place dans un espace de probabilité pΩ,A,Pq.

2.1 Définition
On suppose que l’on a l’information supplémentaire suivante : l’évènement B est réalisé. On souhaite alors

modifier la mesure de probabilité P pour tenir compte de cette nouvelle information.

Définition 2.1.0.1. Soient A,B P A tels que PpBq ą 0. On appelle probabilité conditionnelle de A sachant B,
le nombre réel

PpA|Bq :“
PpA X Bq

PpBq
.

On peut également utiliser la notation PBpAq.

On sait que le résultat ω de notre expérience est dans B. Sachant cela, on cherche à savoir la probabilité
que A se réalise.

Exemple 2.1.0.2. Si on pose Ω “ « l’ensemble des jours de 2022 » (muni de la tribu PpΩq et P uniforme) et
A “ « l’ensemble des jours où la température a été supérieur à 10 degrés à une heure donnée et à un point
donné », on a donc PpAq “

|A|

|Ω|
(proportion annuelle). Si de plus, on pose B “ « l’ensemble des jours du mois

de janvier », alors

PpA|Bq “
PpA X Bq

PpBq
“

|A X B|

|Ω|
ˆ

|Ω|

|B|
“

|A X B|

|B|

(proportion mensuelle).

Proposition 2.1.0.3. Soit B P A tel que PpBq ą 0. L’application

Pp¨|Bq : A Ñ r0, 1s

A ÞÑ PpA|Bq

est une mesure de probabilité sur pΩ,Aq.

Démonstration. ‚ Pour tout A P A, on a A X B Ă B, donc PpA|Bq P r0, 1s.
‚ De plus, PpΩ|Bq “

PpBq

PpBq
“ 1.

‚ Enfin, si pAnqnPN est une famille d’évènements aléatoires deux à deux disjoints, on a

P

ˆ

ď

nPN

An

ˇ

ˇB

˙

“

P
``

Ť

nPN

An

˘

X B
˘

PpBq
“

P
`

Ť

nPN

`

An X B
˘˘

PpBq
“

ÿ

nPN

PpAn X Bq

PpBq
“

ÿ

nPN

PpAn|Bq.

Remarque 2.1.0.4. (1) On a PpB|Bq “ 1, donc PpBA|Bq “ 0.
(2) pA|Bq ne veut rien dire. En particulier, ce n’est pas un évènement !
(3) Conséquences : PpAA|Bq “ 1 ´ PpA|Bq, PpA Y C|Bq “ PpA|Bq ` PpC|Bq ´ PpA X C|Bq, etc...

2.2 Formules usuelles
2.2.1 Formule des probabilités composées

Théorème 2.2.1.1 (Formule des probabilités composées). (i) Soient A,B P A avec PpAq ą 0. On a la
formule des probabilités composées suivante :

PpA X Bq “ PpAqPpB|Aq.

(ii) Plus généralement, soient n ě 2 et A1, . . . , An P A tels que PpA1 X ¨ ¨ ¨ X An´1q ą 0. On a alors

PpA1 X ¨ ¨ ¨ X Anq “ PpA1qPpA2|A1q ¨ ¨ ¨PpAn|A1 X ¨ ¨ ¨ X An´1q.

Remarque 2.2.1.2. Comme pour tout 1 ď k ď n´1, pA1X¨ ¨ ¨XAn´1q Ă pA1X¨ ¨ ¨XAkq, alors PpA1X¨ ¨ ¨XAkq ą

0 et donc les probabilités conditionnelles précédentes sont bien définies.
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Démonstration. Montrons le second point par récurrence sur n, le premier point correspond à n “ 2. Pour
n “ 2, le résultat découle directement de la formule des probabilités conditionnelles. Supposons le résultat vrai
pour n ě 2. On a alors

PpA1 X ¨ ¨ ¨ X An`1q “ PpA1 X ¨ ¨ ¨ X AnqPpAn`1|A1 X ¨ ¨ ¨ X Anq

puis on conclut grâce à l’hypothèse de récurrence.

Le premier point du théorème 2.2.1.1 peut sembler à première vue inutile car il s’agit d’une simple réécriture
de la définition 2.1.0.1. En fait il n’en est rien, les deux formules ont leur intérêt en pratique. Dans certaines
situations, on connaît la probabilité de l’intersection de deux évènements et on calcule la probabilité condition-
nelle, tandis que dans d’autres situations on connaît la probabilité conditionnelle et on en déduit la probabilité
de l’intersection de deux évènements.

Exemple 2.2.1.3. On prend 2 urnes, l’une avec 2 boules blanches et 1 rouge, l’autre avec 2 boules rouges et
1 blanche. On choisit au hasard une urne. Une fois l’urne choisie, on tire au hasard une boule. On pose les
évènements :
‚ A1 : on a choisi l’urne 1 ;
‚ A2 : on a tiré une boule rouge.
On a donc PpA1 X A2q “ PpA2|A1qPpA1q “ 1

3 ˆ 1
2 “ 1

6 .

2.2.2 Formule des probabilités totales

Théorème 2.2.2.1 (Formule des probabilités totales). (i) Soient A,B P A tels que 0 ă PpAq ă 1, on a

PpBq “ PpAqPpB|Aq ` PpAAqPpB|AAq.

(ii) Plus généralement, si pAnq1ďnăN est une partition de Ω avec PpAnq ą 0 pour tout n ă N , on a

PpBq “
ÿ

năN

PpAnqPpB|Anq.

Démonstration. On a
Ť

năN

An “ Ω et la réunion est disjointe, donc

PpBq “ P

ˆ

B X

ˆ

ď

năN

An

˙˙

“ P

ˆ

ď

năN

`

B X An

˘

˙

“
ÿ

năN

PpB X Anq.

Il suffit alors d’utiliser la formule des probabilités composées pour conclure. Le premier point se traite de la
même façon car tA,AAu est une partition de Ω.

2.2.3 Formule de Bayes

Théorème 2.2.3.1 (Formule de Bayes). (i) Soient A,B P A tels que 0 ă PpAq ă 1 et PpBq ą 0, on a

PpA|Bq “
PpAqPpB|Aq

PpAqPpB|Aq ` PpAAqPpB|AAq
.

(ii) Plus généralement, si pAnq1ďnăN est une partition de Ω avec PpAnq ą 0 pour tout n ă N et PpBq ą 0, on
a

PpAk|Bq “
PpAkqPpB|Akq

ř

năN

PpAnqPpB|Anq
p@k ă Nq.

Démonstration. Pour tout k ă N , on a

PpAk|Bq “
PpAk X Bq

PpBq
“

PpAkqPpB|Akq

PpBq

et on applique la formule des probabilités totales pour conclure. Encore une fois, le premier point se traite de
la même façon.

Exemple 2.2.3.2. On reprend notre expérience des 2 urnes. Sachant que l’on a tiré une boule rouge, quelle est
la probabilité que l’on ait choisi la première urne ? On a :

PpA1|A2q “
PpA1qPpA2|A1q

PpA1qPpA2|A1q ` PpAA
1qPpA2|AA

1q
“

1{2 ˆ 1{3

1{2 ˆ 1{3 ` 1{2 ˆ 2{3
“

1

3
.
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2.3 Évènements indépendants
Heuristique : A est indépendant de B si PpAq “ PpA|Bq.

Définition 2.3.0.1. Soient A,B P A.
(i) A et B sont indépendants si

PpA X Bq “ PpAqPpBq.

(ii) A1, . . . , An sont deux à deux indépendants si pour tout i ‰ j,

PpAi X Ajq “ PpAiqPpAjq.

(iii) A1, . . . , An sont mutuellement indépendants si pour tout J Ă rr1, nss avec |J | ě 2,

P

ˆ

č

iPJ

Ai

˙

“
ź

iPJ

PpAiq.

Remarque 2.3.0.2. (1) La notion d’indépendance est différente de la notion d’incompatibilité.
En particulier, si A et B sont incompatibles (i.e. disjoints), alors PpA X Bq “ 0.
(2) Si A,B P A sont indépendants avec PpBq ą 0, alors on a

PpA|Bq “
PpA X Bq

PpBq
“

PpAqPpBq

PpBq
“ PpAq.

(3) On peut trouver A1, A2, A3 deux à deux indépendants mais pas mutuellement indépendants.

Proposition 2.3.0.3. Soient A,B P A. Si A et B sont indépendants, alors A et BA, AA et B, AA et BA sont
également indépendants.

Démonstration. Par symétrie, il suffit de montrer que A et BA sont indépendants. On a PpAq “ PpA X Bq `

PpA X BAq, donc

PpA X BAq “ PpAq ´ PpAqPpBq “ PpAqp1 ´ PpBqq “ PpAqPpBAq.

Proposition 2.3.0.4. Soient pAnqnăN une famille d’évènements de A deux à deux disjoints et soit B P A. Si
pour tout n ă N , An et B sont indépendants, alors

Ť

năN

An et B sont également indépendants.

Démonstration. On a

P

ˆˆ

ď

năN

An

˙

X B

˙

“ P

ˆ

ď

năN

pAn X Bq

˙

“
ÿ

năN

PpAn X Bq

“
ÿ

năN

PpAnqPpBq “ P

ˆ

ď

năN

An

˙

PpBq.

Exemple 2.3.0.5. Soit Ω “ tp0, 0q, p0, 1q, p1, 0q, p1, 1qu, A “ PpΩq et P une probabilité uniforme. Posons

A1 “ tp0, 0q, p0, 1qu A2 “ tp0, 0q, p1, 0qu A3 “ tp0, 0q, p1, 1qu.

On a donc
PpA1q “ PpA2q “ PpA3q “

2

4
“

1

2

PpA1 X A2q “ PpA1 X A3q “ PpA2 X A3q “
1

4

PpA1 X A2 X A3q “
1

4
‰

1

8
“ PpA1qPpA2qPpA3q

donc A1, A2, A3 ne sont pas mutuellement indépendants. Si on prend A4 “ tp0, 1q, p1, 0qu, on voit bien que
A1, A2, A4 sont deux à deux indépendants. De plus, A1 X A2 X A4 “ ∅, donc ils ne sont également pas mutuel-
lement indépendants.
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3 Variables aléatoires

3.1 Rappels et définitions
Commençons par quelques rappels de théorie de la mesure.

Définition 3.1.0.1. Soit pE,Aq et pF,Bq deux espaces mesurables. On dit qu’une fonction f : pE,Aq Ñ pF,Bq

est mesurable si pour tout B P B, on a f´1pBq P A, en rappelant que

f´1pBq “ ta P E; fpaq P Bu.

Remarque 3.1.0.2. (1) Si A “ PpEq, toute application f : pE,Aq Ñ pF,Bq est mesurable.
(2) On a stabilité de l’intersection et de l’union par image réciproque :

f´1pB1 X B2q “ ta P E; fpaq P B1 X B2u

“ ta P E; fpaq P B1u X ta P E; fpaq P B2u

“ f´1pB1q X f´1pB2q

f´1pB1 Y B2q “ ta P E; fpaq P B1 Y B2u

“ ta P E; fpaq P B1u Y ta P E; fpaq P B2u

“ f´1pB1q Y f´1pB2q.

Cependant, par image direct, il y a une légère subtilité. Rappelons d’abord que

fpA1q “ tb P F ; pDa P A1q fpaq “ bu

donc on a
fpA1 Y A2q “ fpA1q Y fpA2q et fpA1 X A2q Ĺ fpA1q X fpA2q.

On rappelle que l’on se place dans un espace de probabilité pΩ,A,Pq.

Définition 3.1.0.3. Soit pF,Bq un espace mesurable. On appelle variable aléatoire (v.a. en abrégé) définie sur
pΩ,A,Pq et à valeurs dans F , toute application mesurable X : Ω Ñ F , c’est-à-dire que pour tout B P B, on a
X´1pBq P A. On appelle variable aléatoire réelle une variable aléatoire à valeurs dans pR,BpRqq. On appelle
vecteur aléatoire réelle une variable aléatoire à valeurs dans pRd,BpRd

qq.

Remarque 3.1.0.4. Soit X une variable aléatoire réelle. On utilisera les notations suivantes :
‚ tX “ au :“ X´1ptauq “ tω P Ω; Xpωq “ au ;
‚ tX P ra, bsu :“ ta ď X ď bu “ X´1pra, bsq :“ tω P Ω; Xpωq P ra, bsu ;
‚ tX ď tu “ X´1ps ´ 8, tsq ;
‚ tX P Bu “ X´1pBq.

Proposition 3.1.0.5. (i) Soit X un vecteur aléatoire réel et h : Rd
Ñ Rd1

une fonction mesurable. L’ensemble
hpXq est alors un vecteur aléatoire réel.
(ii) X “ pX1, . . . , Xnq est un vecteur aléatoire réel si et seulement si chacune de ses composantes Xi est une
variable aléatoire réelle.

Remarque 3.1.0.6. On a vu que BpRq coïncide avec la tribu engendrée par les intervalles ra, bs avec a, b P R
et a ă b. Ainsi, X est une variable aléatoire réelle si pour tout intervalle ra, bs, tX P ra, bsu P A, i.e. tX P ra, bsu
est un évènement aléatoire.

3.2 Loi de probabilité
3.2.1 Cadre général

Proposition-Définition 3.2.1.1. Soit X une variable aléatoire. On appelle loi de probabilité de X la mesure de
probabilité PX définie sur pF,Bq par PXpBq :“ PpX´1pBqq “ PpX P Bq pour tout B P B. C’est la mesure
image de P par X.

Démonstration. ‚ Tout d’abord, PX est bien définie : en effet, si B P B, alors pX P Bq P A, c’est à dire que
c’est un évènement aléatoire, car X est une fonction mesurable. En particulier, PpX P Bq a bien un sens.
‚ PXpBq “ PpX P Bq P r0, 1s.
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‚ PXpF q “ PpX P F q “ PpΩq “ 1.
‚ Soit pBnqně1 une famille disjointes d’éléments de B. On a alors

PX

ˆ

ď

ně1

Bn

˙

“ P

ˆ

X´1

ˆ

ď

ně1

Bn

˙˙

“ P

ˆ

ď

ně1

X´1
`

Bn

˘

˙

.

La dernière union est disjointe car si ω P X´1pBiq X X´1pBjq, alors Xpωq P Bi X Bj “ ∅. On a donc

P

ˆ

ď

ně1

X´1pBnq

˙

“
ÿ

ně1

PpX´1pBnqq “
ÿ

ně1

PXpBnq.

Remarque 3.2.1.2. Puisque BpRq est engendré par les intervalles (ouverts, fermés, ...) et les ensembles du type
s ´ 8, ts, la loi d’une variable aléatoire réelle est caractérisée par la donnée des valeurs : ‚ PpX P ra, bsq, pour
tous a ă b ;
‚ PpX P sa, brq, pour tous a ă b ;
‚ PpX ď tq, pour tous t P R.

Lorsque l’on considère la loi d’une variable aléatoire, on s’intéresse aux valeurs que prend la variable aléatoire
et aux probabilités associées. Par contre, on oublie l’univers Ω : pour toute variable aléatoire réelle, on peut
calculer sa loi. Cependant, on ne peut pas reconstruire une variable aléatoire à partir de sa loi. En particulier,
deux variables aléatoires réelles qui ne sont même pas nécessairement définies sur le même univers, peuvent
avoir une même loi !

3.2.2 Cas particulier des variables aléatoires discrètes

Définition 3.2.2.1. On dit que X est une variable aléatoire discrète si son voisinage XpΩq est fini ou infini
dénombrable.

Plus généralement, s’il existe un ensemble discret (fini ou infini dénombrable) B Ă XpΩq tel que PpX P

Bq “ 1, on dit également que X est une variable discrète. On appelle alors support de X le plus petit ensemble
discret rB vérifiant PpX P rBq “ 1. En pratique, on notera encore XpΩq le support de X, ce qui est clairement
un abus de notation.

On peut alors prendre F “ XpΩq. On a F “ txi; 0 ď i ă Nu, avec N P Ną0 ou N “ `8. Comme F est
discret, on peut prendre B “ PpF q. La variable aléatoire X définit une probabilité PX sur l’ensemble mesurable
discret pF,Bq. On a vu au chapitre 1 comment caractériser une probabilité sur un ensemble discret :

Pour connaître PX , il suffit de connaître les

PXptxiuq “ PpX “ xiq pour 0 ď i ă N.

Proposition 3.2.2.2. Soit X une variable aléatoire discrète. La loi de X est caractérisée par : (i) XpΩq “

txi; 0 ď i ă Nu avec N P Ną0 ou N “ `8.
(ii) PXptxiuq “ PpX “ xiq pour 0 ď i ă N .
En particulier, pour A Ă R, on a

PpX P Aq “
ÿ

xiPA

PpX “ xiq.

Exemple 3.2.2.3. (1) Soit Ω “ t1, . . . , 6u et P la probabilité uniforme. On pose Xpωq “ pω ´ 3q2. L’application
X est une variable aléatoire nécessairement discrète car Ω est discret. De plus, XpΩq “ t0, 1, 4, 9u. On a alors

PXpt0uq “ PpX “ 0q “ Ppt3uq “ 1{6,

PXpt1uq “ PpX “ 1q “ Ppt2, 4uq “ 1{3,

PXpt4uq “ PpX “ 4q “ Ppt1, 5uq “ 1{3,

PXpt9uq “ PpX “ 9q “ Ppt6uq “ 1{6.

(2) Soit Ω “ r0, 1s et P la mesure de Lebesgue sur Ω. On pose XpΩq “ t2ωu. On a XpΩq “ t0, 1, 2u, donc X est
une variable aléatoire discrète. On a alors

PpX “ 0q “ Ppr0, 1{2rq “ 1{2,

PpX “ 1q “ Ppr1{2, 1rq “ 1{2,

PpX “ 2q “ Ppt1uq “ 0
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(3) On lance deux pièces équilibrées. On a Ω “ tω “ pω1, ω2q; ω1, ω2 P t0, 1uu. On considère la probabilité
uniforme sur Ω. On note

‚ X : résultat du premier lancer de pièce : Xppω1, ω2qq “ ω1 ;
‚ Y : résultat du premier lancer de pièce : Y ppω1, ω2qq “ ω2.

On a XpΩq “ t0, 1u et Y pΩq “ t0, 1u. De plus

PpX “ 0q “ PpX “ 1q “ PpY “ 0q “ PpY “ 1q “ 1{2.

Ainsi, X et Y ont même loi mais X ‰ Y . En effet, pX “ Y q “ « les deux pièces ont même résultat » et
PpX “ Y q “ 1{2.

Remarque 3.2.2.4. On peut prendre Ω bien plus grand sans pour autant changer la loi de X et Y . Par exemple,
Ω “ tRésultats de tous les lancers de pièces depuis la nuit des tempsu.

3.3 Espérance et variance d’une variable aléatoire
3.3.1 Espérance d’une variable aléatoire

Proposition-Définition 3.3.1.1. (i) Si X est une variable aléatoire réelle positive, alors l’espérance de X est
définie par la quantité, éventuellement infinie,

ErXs :“

ż

Ω

XpωqdPpωq P R`
Yt`8u.

(ii) Si X est une variable aléatoire réelle non nécessairement positive, alors l’espérance de X est définie unique-
ment si

Er|X|s “

ż

ωPΩ

|Xpωq|dPpωq ă `8.

Dans ce cas, on dit qu’elle est intégrable et elle vaut ErXs P R.

Remarque 3.3.1.2. L’espérance de X n’existe pas toujours lorsque la variable aléatoire n’a pas de signe.

L’espérance de X correspond à la moyenne des valeurs que peut prendre X pondérées par la loi de probabilité
PX .

Proposition 3.3.1.3 (Formule de changement de variable). Si X est une variable aléatoire réelle telle
que ErXs existe, alors

ErXs “

ż

Ω

XpωqdPpωq “

ż

R

y dPXpyq.

Proposition 3.3.1.4. On a les propriétés suivantes qui découlent des propriétés de l’intégrale de Lebesgue.
(i) (Positivité). Si X ě 0, alors ErXs ě 0, donc si X ě Y , alors ErXs ě ErY s.
(ii) (Linéarité). Soient a, b P R, X et Y deux variables aléatoires définies sur le même espace de probabilité,
alors EraX ` bY s “ aErXs ` bErY s.
(iii) Er1s “ PpΩq “ 1.
De plus, l’espérance d’une variable aléatoire ne dépend que de sa loi : deux variables aléatoires de même loi, ont
même espérance (si elle existe).

Proposition 3.3.1.5 (Cas des variables aléatoires discrètes). Soit X une variable aléatoire discrète. (i)
Si X est positive, alors

ErXs “
ÿ

xiPXpΩq

xi PpX “ xiq.

(ii) Si X est de signe quelconque et
ÿ

xiPXpΩq

|xi|PpX “ xiq ă `8

alors ErXs existe et
ErXs “

ÿ

xiPXpΩq

xi PpX “ xiq.

Démonstration. La mesure PX est totalement déterminée par les PXptxiuq “ PpX “ xiq. On note ppxiq “

PXptxiuq. On a alors
PX “

ÿ

xiPXpΩq

ppxiqδxi
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avec δxi
la mesure de Dirac. Ainsi, on obtient

ErXs “

ż

R

xi dPXpxiq “
ÿ

xiPXpΩq

xippxiq

“
ÿ

xiPXpΩq

xi PpX “ xiq.

Exemple 3.3.1.6. Soit Ω “ t1, . . . , 6u et P la probabilité uniforme. On pose Xpωq “ pω ´ 3q2. On a alors

ErXs “ 0 ˆ PpX “ 0q ` 1 ˆ PpX “ 1q ` 4 ˆ PpX “ 4q ` 9 ˆ PpX “ 9q “
19

6
.

3.3.2 Formule de transfert

Proposition 3.3.2.1 (Formule de transfert). Soit g : R Ñ R une fonction mesurable et X une variable
aléatoire réelle. On pose Y “ gpXq. L’ensemble Y est alors une variable aléatoire réelle. Si

ş

R
|gpxq|dPXpxq ă

`8, alors Y est intégrable et

ErY s “

ż

R

gpxqdPXpxq.

Remarque 3.3.2.2. Si Y est positive, alors la formule précédente est vraie même si l’intégrale vaut `8.

La formule de transfert est très utile en pratique car elle permet de calculer l’espérance de Y sans avoir à
déterminer sa loi.

Démonstration. On commence par supposer que gpxq “ 1Apxq avec A P BpRq. On a alors

ErgpXqs “

ż

Ω

1ApXpωqq dPpωq “ PpX P Aq

“ PXpAq “

ż

R

1ApxqdPXpxq.

Ensuite, on prend

gpxq “

n
ÿ

i“1

αi1Aipxq

avec αi P R et Ai P BpRq pour tout i P rr1, nss. Par linéarité à droite et à gauche, on a

ErgpXqs “

ż

Ω

n
ÿ

i“1

αi1Ai
pXpωqqdPpωq

“

ż

R

n
ÿ

i“1

αi1AipxqdPXpxq.

De plus, si on prend maintenant g ě 0, alors g est limite d’une suite croissante de fonctions étagées toutes
positives. On obtient donc

ErgpXqs “

ż

R

gpxqdPXpxq

par le théorème de convergence monotone.
Enfin, si g est réelle quelconque, on écrit g “ g` ´ g´ avec g` “ maxpg, 0q ě 0 et g´ “ ´minpg, 0q ě 0 puis on
procède comme précédemment.

Autre démonstration du théorème de transfert. On commence par supposer que Y est à valeurs positive. Comme
on a Y “ gpXq, la loi de Y (i.e. PY ) est juste la mesure image de la loi de X (i.e. PX) par la fonction g. Ainsi,
on peut appliquer la formule de changement de variable pour obtenir

ż

R

gpxqdPXpxq “

ż

R

y dPY pyq “ ErY s.

Dans le cas général, on considère d’abord |Y | “ |gpXq| “ rgpXq avec rg “ |g|, puis on applique le résultat
précédent :

ż

R

|gpxq| dPXpxq “

ż

R

y dP|Y |pyq “ Er|Y |s.

Si
ş

R
|gpxq|dPXpxq ă `8, alors Y est intégrable et ainsi la formule est encore vérifiée.
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Regardons maintenant le cas particulier des variables aléatoire discrètes.

Proposition 3.3.2.3 (Formule de transfert, cas discret). Soit g : R Ñ R une fonction mesurable et X
une variable aléatoire réelle discrète. On pose Y “ gpXq. L’ensemble Y est alors une variable aléatoire réelle
discrète.
(i) Si Y est positive, alors

ErY s “
ÿ

xiPXpΩq

gpxiq PpX “ xiq.

(ii) Si Y est de signe quelconque et que
ř

xiPXpΩq

|gpxiq| PpX “ xiq ă `8, alors on a

ErY s “
ÿ

xiPXpΩq

gpxiq PpX “ xiq.

Démonstration. Nous avons déjà démontré la proposition dans le cas général, mais d’un point de vue péda-
gogique il peut être intéressant de la redémontrer dans le cas discret. Soient X et Y deux variables aléatoires
réelles discrètes positives telles que XpΩq “ txi; 0 ď i ă Nu et Y pΩq “ tyi; 0 ď j ă Mu. On a alors

ErY s “
ÿ

yjPY pΩq

yj PpY “ yjq

Néanmoins, PpY “ yjq “ PpX P g´1ptyjuqq avec g´1ptyjuq “ txk P XpΩq; gpxkq “ yju, donc

ErY s “
ÿ

yjPY pΩq

yj PpX P g´1ptyjuqq “
ÿ

yjPY pΩq

yj
ÿ

xkPXpΩq

gpxkq“yj

PpX “ xkq

“
ÿ

yjPY pΩq

ÿ

xkPXpΩq

gpxkq“yj

gpxkqPpX “ xkq “
ÿ

xkPXpΩq

gpxkqPpX “ xkq.

Exemple 3.3.2.4. Reprenons l’exemple Xpωq “ pω ´ 3q2. On pose D la variable aléatoire donnant la valeur du
dé. L’application D est à valeurs dans t1, . . . , 6u et de loi uniforme : PpD “ kq “ 1{6 pour tout k P t1, . . . , 6u.

ErXs “ ErpD ´ 3q2s “ p1 ´ 3q2 PpD “ 1q ` p2 ´ 3q2 PpD “ 2q ` ¨ ¨ ¨ ` p6 ´ 3q2 PpD “ 6q “
19

6
.

Définition 3.3.2.5. Si ErXks existe, ErXks s’appelle le moment d’ordre k de X.

Remarque 3.3.2.6. ErXks existe si Xk ě 0 ou Xk est intégrable.

Proposition 3.3.2.7. Si X est une variable aléatoire discrète à valeurs dans txi; 0 ď i ă Nu avec N P N ou
N “ `8 et telle que Er|Xk|s “

ř

0ďiăN

|xi|
k PpX “ xiq ă `8 alors

ErXks “
ÿ

0ďiăN

xk
i PpX “ xiq.

3.3.3 Variance d’une variable aléatoire réelle

Définition 3.3.3.1. Soit X une variable aléatoire de carré intégrable, i.e. ErX2s ă `8. On appelle variance
de X, notée VpXq, le nombre positif

VpXq “ ErpX ´ ErXsq2s.

On appelle alors écart-type de X le nombre positif

σ :“
a

VpXq.

Remarque 3.3.3.2. (1) VpXq ě 0.
(2) La variance est une mesure de l’écart de la variable aléatoire à sa moyenne : plus la variance est petite, plus
la variable aléatoire a des valeurs concentrées près de sa moyenne.
(3) VpXq “ 0 si et seulement si X “ ErXs P-presque sûrement, i.e. X constante P-presque sûrement, il existe
c P R telle que PpX “ cq “ 1.
(4) Si ErX2s ă 8, alors ErXs existe. En effet, d’après l’inégalité de Hölder :

Er|X| ˆ 1s ď Er|X|2s1{2 ˆ Er1s1{2 ñ Er|X|s2 ď ErX2s

donc ErX2s ă `8 ñ Er|X|s ă `8 ñ ErXs existe. De manière générale, si 1 ď p ď q, L1pΩ,A,Pq Ă

LppΩ,A,Pq.
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Proposition 3.3.3.3. Soit X une variable aléatoire de carré intégrable et a, b P R. On a

VpaX ` bq “ a2 VpXq.

Démonstration. On a
VpaX ` bq “ ErpaX ` b ´ EraX ` bsq2s

“ Era2pX ´ ErXsq2s

“ a2 VpXq.

Proposition 3.3.3.4. Soit X une variable aléatoire de carré intégrable. On a alors

VpXq “ ErX2s ´ ErXs2.

Démonstration. On a
ErpX ´ ErXsq2s “ ErX2 ´ 2X ErXs ` ErXs2s

“ ErX2s ´ 2ErX ErXss ` ErErXs2s

“ ErX2s ´ 2ErXs2 ` ErXs2

“ ErX2s ´ ErXs2.

Proposition 3.3.3.5. Si X est une variable aléatoire discrète à valeurs dans txi; 0 ď i ă Nu avec N P N ou
N “ `8 et telle que Er|X|2s “

ř

0ďiăN

|xi|
2 PpX “ xiq ă `8, alors

VpXq “
ÿ

0ďiăN

x2
i PpX “ xiq ´

ˆ

ÿ

0ďiăN

xi PpX “ xiq

˙2

.

3.4 Variables aléatoires indépendantes
Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur le même espace de probabilité pΩ,A,Pq.

X : pΩ,A,Pq Ñ pE1,B1q et Y : pΩ,A,Pq Ñ pE2,B2q.

On peut considérer le vecteur aléatoire pX,Y q : pΩ,A,Pq Ñ pE1 ˆ E2,B1 ˆB2q avec B1 ˆB2 la tribu produit.

Définition 3.4.0.1. On dit que X et Y sont indépendantes si PpX,Y q est la mesure produit PX ˆPY .

Rappel. Si B1 P B1 et B2 P B2, alors PX ˆPY pB1 ˆ B2q “ PXpB1qPY pB2q.

Regardons ce que cela donne concrètement pour les variables aléatoires discrètes.

Proposition 3.4.0.2. Soient X et Y deux variables aléatoires discrètes à valeurs dans txi; 0 ď i ă Nu et
tyj ; 0 ď j ă Mu. Les variables X et Y sont indépendantes si et seulement si, pour tout 0 ď i ă N et
0 ď j ă M on a

PpX “ xi, Y “ yjq “ PpX “ xiqPpY “ yjq

i.e. que pX “ xiq et pY “ yjq sont des évènements indépendants.

Plus généralement, on peut avoir également une notion d’indépendance pour plus de deux variables aléatoires.

Définition 3.4.0.3. Soit pXnqně1 une suite de variables aléatoires définies sur le même espace de probabilité.
On dit que ces variables aléatoires sont indépendantes si, pour tout n ě 1, on a

PpX1,...,Xnq “ PX1
ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ PXn

.

Dans le cadre discret, cela se traduit par : pour tout n ě 1, pour tout x1 P X1pΩq, . . . , xn P XnpΩq, on a

PpX1 “ x1, . . . , Xn “ xnq “

n
ź

i“1

PpXi “ xiq.

Proposition 3.4.0.4. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes. Si XY est intégrable, alors

ErXY s “ ErXsErY s.

Plus généralement, soient f : R Ñ R et g : R Ñ R deux fonctions mesurables. Si fpXq et gpY q sont intégrables,
alors ErfpXqgpY qs “ ErfpXqsErgpY qs.
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Démonstration. Cas général : On a

ErfpXqgpY qs “

ż

R2

fpxqgpyqdPpX,Y qpx, yq

d’après le théorème de la mesure image. En utilisant l’indépendance puis Fubini, on obtient alors
ż

R2

fpxqgpyq dPpX,Y qpx, yq “

ż

R2

fpxqgpyq dPXpxqPY pyq

“

ż

R

fpxq dPXpxq

ż

R

gpyq dPY pyq

“ ErfpXqsErgpY qs.

Cas discret : Soit Z “ XY , alors ZpΩq “ tz P R; pDx P XpΩqq pDy P Y pΩqq z “ xyu. Soit z P ZpΩq, alors

PpZ “ zq “ PpXY “ zq

“
ÿ

xPXpΩq,yPY pΩq
z“xy

PpX “ x, Y “ yq

“
ÿ

xPXpΩq,yPY pΩq
z“xy

PpX “ xqPpY “ yq.

Avec la loi de Z, on peut alors calculer son espérance.

ErXY s “ ErZs “
ÿ

zPZpΩq

zPpZ “ zq

“
ÿ

zPZpΩq

ÿ

xPXpΩq,yPY pΩq
z“xy

xyPpX “ xqPpY “ yq

“
ÿ

xPXpΩq

yPY pΩq

xyPpX “ xqPpY “ yq

“
ÿ

xPXpΩq

xPpX “ xq
ÿ

yPY pΩq

yPpY “ yq “ ErXsErY s.

Proposition 3.4.0.5. Soit pXnqnPN une suite de variables aléatoires. Pour tout n ě 2, X1, . . . , Xn sont indé-
pendantes si et seulement si pour toutes fonctions mesurables h1, . . . , hn : R Ñ R positives ou bien bornées, on
a

E

„ n
ź

i“1

hipXiq

ȷ

“

n
ź

i“1

ErhipXiqs.

Remarque 3.4.0.6. La proposition précédente implique que si pXnqnPN est une suite de variables aléatoires
indépendantes et si phnqnPN est une suite de fonctions mesurables réelles, alors
phnpXnqqnPN est une suite de variables aléatoires indépendantes.

Démonstration. ‚ Le sens direct est évident.
‚ Réciproquement, PpX1,...,Xnq est caractérisée par les PpX1,...,XnqpA1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Anq. On prend hipxq “ 1Aipxq

avec Ai P BpRq :

PpX1,...,XnqpA1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Anq “

n
ź

i“1

PXi
pAiq “ PX1

b ¨ ¨ ¨ b PXn
pA1, . . . , Anq.

Proposition 3.4.0.7. Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, de carré intégrable, alors

VpX ` Y q “ VpXq ` VpY q.

Démonstration. On a
VpX ` Y q “ ErpX ` Y q2s ´ ErX ` Y s2

“ VpXq ` VpY q ` 2ErXY s ´ 2ErXsErY s

“ VpXq ` VpY q.
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3.5 Lois discrètes usuelles
3.5.1 Loi uniforme sur t1, . . . , nu

Définition 3.5.1.1. Soit n P Ną0. On dit que X suit la loi uniforme sur t1, . . . , nu si XpΩq “ t1, . . . , nu et

PpX “ kq “
1

n
p@k P t1, . . . , nuq.

On note X „ Upt1, . . . , nuq.

C’est la loi du tirage d’un dé équilibré à n faces. On a

ErXs “

n
ÿ

k“1

kPpX “ kq “
1

n

n
ÿ

k“1

k “
1

n

npn ` 1q

2
“

n ` 1

2
.

De plus,

ErX2s “

n
ÿ

k“1

k2 PpX “ kq “
1

n

npn ` 1qp2n ` 1q

6
“

pn ` 1qp2n ` 1q

6

donc

VpXq “
n2 ´ 1

12
.

3.5.2 Loi de Bernoulli

Définition 3.5.2.1. Soit p P r0, 1s. On dit que X suit la loi de Bernoulli de paramètre p si XpΩq “ t0, 1u et

PpX “ 1q “ p PpX “ 0q “ 1 ´ p.

On note X „ Bppq.

Une variable aléatoire de Bernoulli permet de modéliser une expérience aléatoire avec deux issues : un succès
ou un échec.

ErXs “ 1 ˆ PpX “ 1q ` 0 ˆ PpX “ 0q “ p.

De plus
ErX2s “ 12 ˆ PpX “ 1q ` 02 ˆ PpX “ 0q “ p.

On a donc
VpXq “ pp1 ´ pq.

Remarquons au passage que X2 suit la même loi que X !

Définition 3.5.2.2. Soit p P r0, 1s. On dit que X suit la loi de Rademacher si XpΩq “ t´1, 1u et

PpX “ 1q “ p PpX “ ´1q “ 1 ´ p.

On note X „ Rppq.

Remarque 3.5.2.3. Si X „ Bppq, alors Y “ 2X ´ 1 „ Rppq. En effet,

PpY “ 1q “ Pp2X ´ 1 “ 1q “ PpX “ 1q “ p

et
PpY “ ´1q “ Pp2X ´ 1 “ ´1q “ PpX “ 0q “ 1 ´ p.

De plus,
ErY s “ Er2X ´ 1s “ 2ErXs ´ 1 “ 2p ´ 1

et
VpY q “ Vp2X ´ 1q “ Vp2Xq “ 4VpXq “ 4pp1 ´ pq.
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3.5.3 Loi binomiale

Définition 3.5.3.1. Soient p P r0, 1s et n P Ną0. On dit que X suit la loi binomiale de paramètres pn, pq si X
suit la loi du nombre de succès lorsque l’on réalise n expériences aléatoires indépendantes ayant chacune une
probabilité p de succès. On note X „ Bpn, pq.

Remarque 3.5.3.2. Il est clair que Bp1, pq “ Bppq.

Proposition 3.5.3.3. Soient X1, . . . , Xn n variables aléatoires indépendantes de loi Bppq. On a alors

n
ÿ

i“1

Xi „ Bpn, pq.

Démonstration. Posons Yn “
n
ř

i“1

Xi. Tout d’abord, il est clair que YnpΩq “ t0, . . . , nu. Soit j P t0, . . . , nu, on a

PpYn “ jq “ P

ˆ n
ÿ

k“1

Xk “ j

˙

“
` n
j

˘

P

ˆ

č

JĂrr1,nss

|J|“j

tXi “ 1u X
č

iPJ

tXi “ 0u

˙

“
` n
j

˘

ź

iPJ

PpXi “ 1q
ź

iPJ

PpXi “ 0q

“
` n
j

˘

pjp1 ´ pqn´j

donc Yn „ Bpn, pq (en utilisant la proposition ci-dessous).

Proposition 3.5.3.4. Si X „ Bpn, pq, alors XpΩq “ t0, . . . , nu et

PpX “ kq “
`

n
k

˘

pkp1 ´ pqn´k p0 ď k ď nq.

Remarque 3.5.3.5. La formule du binôme de Newton nous donne bien que

n
ÿ

k“0

PpX “ kq “ pp ` p1 ´ pqqn “ 1.

Démonstration. Soit X „ Bpn, pq. Comme X représente un nombre de succès et qu’il y a n expériences, on
a bien XpΩq “ t0, . . . , nu. On note Xi le résultat de l’expérience i (puisque Xi „ Bppq). Soit k P t0, . . . , nu.
L’évènement pX “ kq correspond à l’évènement « k succès et n´ k échecs ». Il y a

`

n
k

˘

positions possibles pour
les k succès parmi les n expériences. De plus, une fois fixées les positions des k succès et des n ´ k échecs, la
probabilité d’obtenir ces k succès dans ces positions fixées vaut

P

ˆ

č

iPI

pXi “ 1q
č

jPJ

pXj “ 0q

˙

“
ź

iPI

PpXi “ 1q
ź

jPJ

PpXj “ 0q “ pkp1 ´ pqn´k

par indépendance.

Proposition 3.5.3.6. Si p P r0, 1s, n P Ną0 et X „ Bpn, pq, alors

ErXs “ np VpXq “ npp1 ´ pq.

Démonstration. L’espérance et la variance d’une variable aléatoire ne dépendent que de la loi de cette variable

aléatoire, il suffit donc de prendre X “
n
ř

i“1

Xi avec X1, . . . , Xn indépendantes et de loi Bppq. On a alors

E

«

n
ÿ

i“1

Xi

ff

“

n
ÿ

i“1

ErXis “ np

par linéarité et

V

ˆ n
ÿ

i“1

Xi

˙

“

n
ÿ

i“1

VpXiq “ npp1 ´ pq

par indépendance.
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3.5.4 Loi géométrique

Définition 3.5.4.1. Soit p P s0, 1s. On dit que X suit la loi géométrique de paramètre p si X suit la loi du rang
du premier succès lorsque l’on réalise une infinité d’expériences aléatoires indépendantes, chaque expérience
ayant une probabilité p de succès. On note X „ Gppq.

Proposition 3.5.4.2. Si X „ Gppq, alors XpΩq “ Ną0 et

PpX “ kq “ pp1 ´ pqk´1 pk ě 1q.

Démonstration. On considère pXiqiPNą0
des variables aléatoires indépendantes de loi Bppq : Xi représente le

résultat de la i-ème expérience. On note N l’instant du premier succès. On a alors NpΩq “ Ną0 Yt`8u. Pour
k P Ną0,

PpN “ kq “ PpX1 “ 0, . . . , Xk´1 “ 0, Xk “ 1q

“ PpX1 “ 0q ¨ ¨ ¨PpXk´1 “ 0qPpXk “ 1q “ p1 ´ pqk´1p

par indépendance. De plus,

`8
ÿ

k“1

PpN “ kq “

8
ÿ

k“1

p1 ´ pqk´1p “ p
1

1 ´ p1 ´ pq
“ 1

car |1 ´ p| ă 1, donc

PpN “ `8q “ 1 ´

`8
ÿ

k“1

PpN “ kq “ 0.

Remarque 3.5.4.3. Si p “ 1, alors PpN “ 1q “ 1. Si p “ 0, alors PpN “ `8q “ 1.

Proposition 3.5.4.4. On a

ErXs “
1

p
VpXq “

1 ´ p

p2
.

Démonstration. Commençons par l’espérance. On a

ErXs “
ÿ

kě1

kpp1 ´ pqk´1 “ p
ÿ

kě1

kp1 ´ pqk´1.

On pose fkppq “ ´p1 ´ pqk, alors f 1
kppq “ kp1 ´ pqk´1. Ainsi,

ErXs “ p
ÿ

kě1

f 1
kppq “ p

ˆ

ÿ

kě1

fkppq

˙1

“ p

ˆ

´p1 ´ pq

p

˙1

“ p

ˆ

p ´ 1

p

˙1

“
1

p
.

Calculons maintenant ErX2s :

ErX2s “
ÿ

kě1

k2pp1 ´ pqk´1 “ pp1 ´ pq
ÿ

kě1

k2p1 ´ pqk´2.

Comme précédemment, on pose gkppq “ p1´ pqk´1, donc g1
kppq “ ´kp1´ pqk´1 et g2

kppq “ kpk ´ 1qp1´ pqk´2 “

k2p1 ´ pqk´2 ´ kp1 ´ pqk´2. On a alors

ErX2s “ pp1 ´ pq
ÿ

kě1

g2
kppq ` kp1 ´ pqk´2 “ pp1 ´ pq

ÿ

kě1

g2
kppq ` p

ÿ

kě1

kp1 ´ pqk´1

“ pp1 ´ pq

ˆ

ÿ

kě1

gkppq

˙2

`
1

p
“ pp1 ´ pq

ˆ

1 ´ p

p

˙2

“ p1 ´ pq
2

p2
`

1

p
.

Enfin,

VpXq “ p1 ´ pq
2

p2
`

1

p
´

1

p2
“

1 ´ p

p2
.
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3.5.5 Loi de Poisson

Définition 3.5.5.1. Soit λ ą 0. On dit que X suit la loi de Poisson si XpΩq “ N et si

PpX “ kq “ e´λλ
k

k!
p@k P Nq.

On note X „ Ppλq.

Proposition 3.5.5.2. Si X „ Ppλq, alors

ErXs “ λ VpXq “ λ.

Démonstration. On a

ErXs “

`8
ÿ

k“0

ke´λλ
k

k!
“ λ

`8
ÿ

k“1

e´λ λk´1

pk ´ 1q!
“ λe´λ

`8
ÿ

ℓ“0

λℓ

ℓ!
.

La variance est laissé en exercice.

3.6 Fonction de répartition
Soit X une variable aléatoire réelle. On rappelle que PX est définie par

PXpBq “ PpX P Bq p@B P BpRqq.

Néanmoins, la tribu BpRq est engendrée par les intervalles s ´ 8, ts pour tout t P R. Pour connaître PX , il suffit
donc de connaître PpX P s ´ 8, tsq “ PpX ď tq pour tout t P R.

Définition 3.6.0.1. Soit X une variable aléatoires réelle. On appelle fonction de répartition de X, l’application

FX : R Ñ r0, 1s

t ÞÑ PpX ď tq “ PXps ´ 8, tsq

Proposition 3.6.0.2. La fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle X caractérise sa loi.

Cette proposition découle directement des remarques précédentes. En particulier, on peut en déduire la
probabilité pour une variable aléatoire d’être dans un intervalle.

Proposition 3.6.0.3. On a :
(i) PpX P sa, bsq “ FXpbq ´ FXpaq car

FXpaq ` PpX P sa, bsq “ PppX ď aq Y pX P sa, bsqq “ PpX ď bq “ FXpbq.

(ii) PpX P sa, brq “ P
`

X P
Ť

ně1
sa, b ´ 1{ns

˘

“ P
`

Ť

ně1
pX P sa, b ´ 1{nsq

˘

“ lim
nÑ`8

FXpb ´ 1{nq ´ FXpaq car

l’union est croissante.
(iii) PpX P ra, bsq “ P

`

X P
Ş

ně1
sa ´ 1{n, bs

˘

“ P
`

Ş

ně1
pX P sa ´ 1{n, bsq

˘

“ lim
nÑ`8

FXpbq ´ FXpa ´ 1{nq car

l’intersection est décroissante.
(iv) PpX P ra, brq “ P

`

X P
Ť

ně1
ra, b´1{ns

˘

“ P
`

Ť

ně1
pX P ra, b´1{nsq

˘

“ lim
nÑ`8

FXpb´1{nq´ lim
kÑ`8

FXpa´1{kq

en utilisant le point (iii) et la croissance de l’union.

Si deux variables aléatoires ont même fonction de répartition, elles ont même loi !

Remarque 3.6.0.4. Si X est une variable aléatoire discrète à valeurs dans E Ă R, alors X est une variable
aléatoire réelle, on peut donc calculer la fonction de répartition.

Exemple 3.6.0.5. Si X „ Bppq, alors

PpX ď tq “

$

&

%

0 si t ă 0
1 ´ p si 0 ď t ă 1
1 sinon

Proposition 3.6.0.6. Si X est une variable aléatoire réelle de fonction de répartition FX , alors on a :
(i) FX est une fonction croissante.
(ii) lim

tÑ´8
FXptq “ 0 et lim

tÑ`8
FXptq “ 1.

(iii) FX est continue à droite et possède une limite à gauche en tout point (« càdlàg ») : si tn Œ t (i.e. décroît
et tend vers t), alors FXptnq Ñ FXptq, si tn Õ t, alors FXptnq a une limite notée FXpt´q.
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Démonstration. (i) Soit s ď t, alors s ´ 8, ss Ă s ´ 8, ts, donc FXpsq ď FXptq.
(ii) Soit tn Œ `8, alors Ω “

Ť

nPN

pX ď tnq. Comme l’union est croissante, on a

1 “ PpΩq “ lim
nÑ`8

PpX ď tnq “ lim
nÑ`8

FXptnq.

Soit tn Õ ´8, alors ∅ “
Ş

nPN

pX ď tnq. Comme l’intersection est décroissante, on a

0 “ Pp∅q “ lim
nÑ`8

PpX ď tnq “ lim
nÑ`8

FXptnq.

(iii) Soit t P R et tn Œ t, alors
Ş

nPN

pX ď tnq “ pX ď tq. On a donc lim
nÑ`8

FXptnq “ FXptq.

Soit t P R et tn Õ t, alors
Ť

nPN

pX ď tnq “ pX ă tq. On a donc que lim
nÑ`8

FXptnq existe et vaut PpX ă tq.

Remarque 3.6.0.7. Soit t P R. On a pX “ tq Y pX ă tq “ pX ď tq, donc PpX “ tq “ FXptq ´ FXpt´q. En
particulier, PpX “ tq ą 0 si et seulement si FX admet un saut en t de taille PpX “ tq.

Proposition 3.6.0.8. Si X une variable aléatoire discrète réelle, alors FX est une fonction « en escalier ». Plus
précisément, elle est croissante, continue à droite avec une limite à gauche, constante par morceaux et « saute »
uniquement aux points t P XpΩq, la valeur du saut valant PpX “ tq.

Démonstration. Soit t P R, on a pX P s ´ 8, tsq “ pX P s ´ 8, ts X XpΩqq, donc

FXptq “ PpX P s ´ 8, ts X XpΩqq “
ÿ

xiďt
xiPXpΩq

PpX “ xiq.

Prenons (si elles existent) deux valeurs xk, xj P XpΩq telles que xk ă xj et sxk, xjr XXpΩq “ ∅, alors pour tout
t P rxk, xjr, on a

FXptq “
ÿ

xiďt
xiPXpΩq

PpX “ xiq “
ÿ

xiďxk

xiPXpΩq

PpX “ xiq “ FXpxkq.

De plus,

FXpxjq “
ÿ

xiďxj

xiPXpΩq

PpX “ xiq “

ˆ

ÿ

xiďxk

xiPXpΩq

PpX “ xiq ` PpX “ xjq

˙

“ FXpxkq ` PpX “ xkq.

Proposition 3.6.0.9. Soit F : R Ñ r0, 1s une fonction croissante, continue à droite avec une limite à gauche,
qui tend vers 0 en ´8 et vers 1 en `8. Il existe alors une variable aléatoire de fonction de répartition F .

Démonstration. On considère Ω “ s0, 1r muni de la tribu A des boréliens sur Ω et de P la restriction de la
mesure de Lebesgue à s0, 1r (c’est bien une mesure telle que PpΩq “ 1 donc c’est une mesure de probabilité).
Pour tout ω P Ω, on pose

Xpωq “ inftx; F pxq ě ωu.

Remarquons que, comme lim
xÑ´8

F pxq “ 0 et lim
xÑ`8

F pxq “ 1, Xpωq P R. On va montrer que X a pour fonction de
répartition F , ce qui démontre le résultat. Tout d’abord, on peut remarquer que si F est continue et strictement
croissante, alors F est inversible et Xpωq “ F´1pωq. Dans ce cas on a, pour tout t P R,

PpX ď tq “ Pptω; F´1pωq ď tuq “ Pptω; ω ď F ptquq “ Pps0, F ptqsq “ F ptq.

Dans le cas général, F n’est pas nécessairement inversible, par contre on peut montrer que pour tout t P R,

pX ď tq “ tω; ω ď F ptqu

ce qui permet de conclure par le même calcul que précédemment. On montre cette égalité par double inclusion.
On fixe t P R.
‚ Si ω ď F ptq, alors Xpωq ď t par définition de l’inf.
‚ Inversement, on suppose Xpωq ď t. Il existe donc une suite décroissante pxkqkPN telle que lim

kÑ`8
xk “ Xpωq

et F pxkq ě ω pour tout k P N. Par continuité à droite de F , on a lim
kÑ`8

F pxkq “ F pXpωqq ě ω. Comme F est

croissante, on en déduit que ω ď F pXpωqq ď F ptq.
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4 Variables aléatoires à densité

4.1 Définitions, propriétés
Soit X une variable aléatoire réelle.

Définition 4.1.0.1. On dit que X est une variable aléatoire à densité (ou absolument continue) si sa loi PX

est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue, c’est-à-dire que : pour tout A P BpRq tel que
λpAq “ 0, on a PXpAq “ 0.

Théorème 4.1.0.2 (Radon-Nikodym). X est une variable aléatoire à densité si et seulement si il existe une
fonction mesurable f ě 0 telle que pour tout borélien B P BpRq et donc pour tout intervalle I de R, on a

PpX P Bq “

ż

B

fpuqdu et PpX P Iq “

ż

I

fpuqdu.

Cette fonction f est appelée densité de la variable X.

Proposition 4.1.0.3. X est une variable aléatoire à densité si et seulement si il existe une fonction mesurable
f : R Ñ R` telle que la fonction de répartition de X s’écrit

FXptq “

ż t

´8

fpuqdu.

Démonstration. Il suffit de voir que X est caractérisé par FX et que PX est caractérisée par PXps ´ 8, tsq “

FXptq.

Remarque 4.1.0.4. Pour montrer que FX s’écrit comme dans la proposition 4.1.0.3, il suffit d’avoir :
(1) FX continue ;
(2) FX est C1 par morceaux.
Dans ce cas, on a fptq “ F 1

Xptq en tout point t où FX est dérivable.

Obtenir une condition nécessaire et suffisante sur FX pour quelle s’écrive comme dans la proposition 4.1.0.3
est une question difficile. La bonne classe à considérer est la classe des fonctions absolument continues. Pour
se convaincre de la difficulté de la question, on peut considérer la fonction « escalier de Cantor » (ou escalier
du diable), notée ϕ qui a la propriété d’être continue, croissante, de valeur 0 en 0, 1 en 1 et de dérivée nulle
λ-presque partout (avec λ la mesure de Lebesgue). On a alors ϕp1q ´ ϕp0q “ 1 et

ş1

0
ϕ1puqdu “ 0 . . .

Proposition 4.1.0.5. Soit X une variable à densité, de densité f .
(i) f caractérise la loi de X.
(ii) PpX “ aq “

şa

a
fpuqdu “ 0 pour tout a P R. En particulier, une variable aléatoire discrète n’est pas à

densité et une variable aléatoire à densité n’est pas discrète !
(iii) Pour tout a ă b, on a

PpX P ra, bsq “ PpX P ra, brq “ PpX P sa, bsq “ PpX P sa, brq “

ż b

a

fpuqdu.

(iv) On a
ż

R

fpuqdu “ PpX P Rq “ 1.

Remarque 4.1.0.6. Si f est continue en x et ε ą 0 « petit », alors

PpX P rx ´ ε{2, x ` ε{2sq “

ż x`ε{2

x´ε{2

fpuqdu » εfpxq.

La densité est donc grande près de x si la probabilité de prendre des valeurs proche de x est « grande ».

Proposition 4.1.0.7. Si f : R Ñ R est une fonction mesurable telle que :
(i) f ě 0 presque partout ;
(ii)

ş

R
fpxqdx “ 1 ;

alors f est la densité d’une certaine variable aléatoire X.

Démonstration. Il suffit de remarquer que t ÞÑ
şt

´8
fpuqdu est une fonction croissante, continue, qui tend vers

0 en ´8 et 1 en `8, puis appliquer la proposition 3.6.0.9.
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4.2 Espérance et variance
Proposition 4.2.0.1. Soit X une variable aléatoire à densité, de densité f . La variable X est intégrable si et
seulement si

Er|X|s “

ż

R

|x|fpxqdx ă `8.

Dans ce cas, l’espérance de X est alors égale à

ErXs “

ż

R

xfpxqdx.

Proposition 4.2.0.2. Soit X une variable aléatoire à densité, de densité f et h une fonction mesurable réelle.
On suppose que

ż

R

|hpxq|fpxqdx ă `8.

Si on pose Y “ hpXq, alors Y est une variable aléatoire intégrable et

ErY s “ ErhpXqs “

ż

R

hpxqfpxqdx.

Remarque 4.2.0.3. Attention ! La variable aléatoire Y n’est pas nécessairement à densité ! Prenons l’exemple
de la fonction h “ 0 : alors Y “ 0, c’est-à-dire que Y est une variable aléatoire constante nulle, elle est donc
discrète et ne peut pas être à densité.

Exemple 4.2.0.4. On a

ErX2s “

ż

R

x2fpxqdx.

Ainsi, sous réserve d’existence, on obtient

VpXq “

ż

R

x2fpxqdx ´

ˆ
ż

R

xfpxqdx

˙2

.

4.3 Indépendance
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles. Rappelons que X et Y sont indépendantes si la loi de

pX,Y q est la mesure produit PX ˆPY . Cela peut se réécrire également sous la forme suivante pour des variable
aléatoires réelles :

Proposition 4.3.0.1. X et Y sont indépendantes si et seulement si pour tous intervalles réels I et J , on a

PpX P I, Y P Jq “ PpX P IqPpY P Jq.

4.4 Quelques lois usuelles
4.4.1 Loi uniforme

Définition 4.4.1.1. Soient a, b P R avec a ă b. La variable aléatoire X suit la loi uniforme sur l’intervalle ra, bs
si sa densité vaut

fXpxq “
1

b ´ a
1ra,bspxq.

On note X „ Upra, bsq.

Proposition 4.4.1.2. Si rc, ds Ă ra, bs alors PpX P rc, dsq “ d´c
b´a .

Proposition 4.4.1.3. Si X „ Upra, bsq, alors on a

FXptq “

$

&

%

0 si t ď a
t´a
b´a si t P ra, bs

1 si t ě b

Démonstration. Soit t P R. Par définition, on a

FXptq “

ż t

´8

fXpxqdx “

ż t

´8

1

b ´ a
1ra,bspxqdx

“

$

&

%

0 si t ď a
şt

a
1

b´a dx si t P ra, bs

1 si t ě b

“

$

&

%

0 si t ď a
t´a
b´a si t P ra, bs

1 si t ě b
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Proposition 4.4.1.4. Si X „ Upra, bsq,

ErXs “
a ` b

2
VpXq “

pb ´ aq2

12
.

Démonstration. D’une part, on a

ErXs “

ż

R

x

b ´ a
1ra,bspxqdx “

1

b ´ a

ż b

a

xdx

“
1

b ´ a

„

x2

2

ȷb

a

“
1

b ´ a

b2 ´ a2

2
“

a ` b

2
.

D’autre part, on a

ErX2s “

ż

R

x2

b ´ a
1ra,bspxqdx “

1

b ´ a

ż b

a

x2 dx

“
1

b ´ a

„

x3

3

ȷb

a

“
1

b ´ a

pb ´ aqpa2 ` ab ` b2q

3
“

a2 ` ab ` b2

3
.

Enfin, on a

VpXq “
a2 ` ab ` b2

3
´

a2 ` 2ab ` b2

4
“

a2 ´ 2ab ` b2

12

“
pb ´ aq2

12
.

4.4.2 Loi exponentielle

Définition 4.4.2.1. Soient λ ą 0. X suit la loi exponentielle de paramètre λ si

fXpxq “ λe´λx1R` pxq

On note X „ Epλq.

Proposition 4.4.2.2. Si X „ Epλq, alors on a

FXptq “

"

0 si t ď 0
1 ´ e´λt si t ě 0

Démonstration. Par définition, pour t P R, on a

FXptq “

ż t

´8

fpxqdx “

ż t

´8

λe´λx1R`
pxqdx

“ λ

ż t

0

e´λx dx “ λ

„

´
1

λ
e´λx

ȷt

0

(si t ě 0)

“ 1 ´ e´λt.

Si t ď 0, alors il est clair que FXptq “ 0.

Proposition 4.4.2.3. Si X „ Epλq,

ErXs “
1

λ
VpXq “

1

λ2
.

Démonstration. D’une part, on a

ErXs “

ż

R

xfpxqdx “

ż

R

xλe´λx1R`
pxqdx

“ λ

ż `8

0

xe´λx dx “ λ

ˆ

´
1

λ

“

xe´λx
‰`8

0
`

1

λ

ż `8

0

e´λx dx

˙

“

ż `8

0

e´λx dx “
1

λ

“

´ e´λx
‰`8

0

“
1

λ
.
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D’autre, part, on a

ErX2s “

ż

R

x2fpxqdx “ λ

ż `8

0

x2e´λx dx

“ λ

ˆ

´
1

λ

“

x2e´λx
‰`8

0
`

2

λ

ż `8

0

xe´λx dx
looooooomooooooon

“1{λ2

˙

“
2

λ2

et ainsi,

VpXq “
2

λ2
´

1

λ2
“

1

λ2
.

4.4.3 Loi de Cauchy

Définition 4.4.3.1. Soient c ą 0. X suit la loi de Cauchy de paramètre c si

fXpxq “
1

π

c

c2 ` x2
.

On note X „ Cpcq.

Proposition 4.4.3.2. Si X „ Cpcq, alors on a

FXptq “
1

π
arctan

ˆ

t

c

˙

`
1

2
.

ErXs n’existe pas ! En effet, X prend ses valeurs dans tout R et

Er|X|s “

ż

R

c|x|

πpc2 ` x2q
dx “

2c

π

ż `8

0

x

c2 ` x2
dx “ `8.

4.4.4 Loi normale centrée réduite

Définition 4.4.4.1. X suit la loi normale centrée réduite si

fXpxq “
1

?
2π

exp

ˆ

´
x2

2

˙

.

On note X „ N p0, 1q.

Notons qu’il n’existe pas de formule explicite pour la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Proposition 4.4.4.2. Si X „ N p0, 1q, on a

ErXs “ 0 VpXq “ 1.

4.5 Quelques exemples de calculs de lois
On est souvent confronté au problème suivant : soient X une variable aléatoire dont on connaît la loi et

h : R Ñ R une fonction mesurable. On pose Y “ hpXq. Peut-on déterminer la loi de Y ? Un outil possible pour
répondre à cette question est le calcul de la fonction de répartition de Y .

4.5.1 Exemple 1

On pose Y “ X2 avec X „ Upr0, 1sq. On va calculer FY la fonction de répartition de Y . Tout d’abord, on a
XpΩq “ r0, 1s, donc Y pΩq “ r0, 1s. En particulier, FY ptq “ 0 si t ă 0 et FY ptq “ 1 si t ě 1. Si t P r0, 1s, alors

FY ptq “ PpY ď tq “ PpX2 ď tq “ Pp´
?
t ď X ď

?
tq “ PpX ď

?
tq “ FXp

?
tq.

Comme on a t P r0, 1s ô
?
t P r0, 1s, on en déduit que FY ptq “

?
t. En conclusion, FY est C0 sur R et C1 sur

R zt0, 1u. Ainsi, Y est une variable aléatoire à densité, de densité g donnée par

gpyq “
1

2
?
y
1s0,1rpyq.
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4.5.2 Exemple 2

On considère X „ Epλq et Y „ Epµq deux variables aléatoires indépendantes. On pose Z “ minpX,Y q.
L’application Z est une variable aléatoire à valeurs dans R`. En particulier, PpZ ą tq “ 1 si t ă 0. Si t ě 0, on
a

PpZ ą tq “ PpX ą t, Y ą tq “ PpX ą tqPpY ą tq

par indépendance de X et Y . Cependant,

PpX ą tq “ 1 ´ PpX ď tq “ e´λt

donc PpZ ą tq “ e´pλ`µqt. Au final, on trouve

FZptq “ 1 ´ PpZ ą tq “

"

0 si t ă 0

1 ´ e´pλ`µqt sinon

et donc Z „ Epλ ` µq car on reconnaît la fonction de répartition.

4.5.3 Exemple 3

Soit X une variable aléatoire à densité f continue par morceaux. Soit m P R et σ ą 0 deux paramètres. On
pose Y “ m ` σX. On a alors

FY ptq “ PpσX ` m ď tq “ P

ˆ

X ď
t ´ m

σ

˙

“ FX

ˆ

t ´ m

σ

˙

.

FX est continue sur R et dérivable par morceaux, donc Y est une variable aléatoires à densité et sa densité est
donnée par

gptq “ F 1
Y ptq “

1

σ
f

ˆ

t ´ m

σ

˙

.

Voici un exemple d’application pour la loi normale.

Proposition 4.5.3.1. Si X „ N p0, 1q, m P R, σ ą 0 et Y :“ m ` σX, alors Y est une variable aléatoire à
densité, de densité

fY pxq “
1

?
2πσ2

exp

ˆ

´
px ´ mq2

2σ2

˙

.

On note Y „ N pm,σ2q. Inversement, si Y „ N pm,σ2q, alors Y ´m
σ „ N p0, 1q.

On en déduit facilement l’espérance et la variance d’une loi normale quelconque.

Proposition 4.5.3.2. Si X „ N pm,σ2q avec m P R et σ ą 0, alors

ErXs “ m VpXq “ σ2.
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5 Couples et vecteurs aléatoires : cas discret
Définition 5.0.0.1. pX1, . . . , Xnq est un vecteur aléatoire défini sur pΩ,A,Pq si chaque Xi est une variable
aléatoire définie sur pΩ,A,Pq. Lorsque n “ 2 on parle de couple de variables aléatoires.

Proposition-Définition 5.0.0.2. On dit que pX1, . . . , Xnq est un vecteur discret si E1 ˆ¨ ¨ ¨ˆEn est un ensemble
discret. En particulier, pX1, . . . , Xnq est discret si et seulement si X1, . . . , Xn sont des variables aléatoires
discrètes.

5.1 Loi d’un vecteur aléatoire discret
Dans le cas discret, la loi du vecteur aléatoire est déterminée par la donnée de E1, . . . , En et par l’ensemble

des valeurs PpX1 “ x1, . . . , Xn “ xnq, x1 P E1, . . . , xn P En. On parle parfois de loi jointe pour la loi du vecteur
pX1, . . . , Xnq.

Exemple 5.1.0.1. On considère X1 „ Bppq et X2 „ Bppq avec X1, X2 indépendantes et p “ 1{4. On pose

X “ maxpX1, X2q et Y “ minpX1, X2q.

Calculons la loi de pX,Y q. Tout d’abord, nous avons

E1 “ XpΩq “ t0, 1u et E2 “ Y pΩq “ t0, 1u

Ensuite, nous pouvons calculer les probabilités :

PpX “ 0, Y “ 0q “ PpX1 “ 0, X2 “ 0q “ PpX1 “ 0qPpX2 “ 0q “ p1 ´ pq2 “ 9{16

PpX “ 0, Y “ 1q “ 0,

PpX “ 1, Y “ 0q “ PpX1 “ 1, X2 “ 0q ` PpX1 “ 0, X2 “ 1q “ 2pp1 ´ pq “ 6{16

PpX “ 1, Y “ 1q “ PpX1 “ 1qPpX2 “ 1q “ p2 “ 1{16

Remarquons que nécessairement, la somme des probabilités dois faire 1.

Plus généralement, on a la propriété suivante.

Proposition 5.1.0.2. Soit pX1, . . . , Xnq un vecteur aléatoire discret, alors on a
ÿ

px1,...,xnqPE1ˆ¨¨¨ˆEn

PpX1 “ x1, . . . , Xn “ xnq “ 1.

5.2 Lois marginales
Définition 5.2.0.1. On appelle lois marginales d’un vecteur aléatoire pX1, . . . , Xnq, les lois des variables aléa-
toires X1, . . . , Xn.

Si n “ 2 : on considère deux variables aléatoires discrètes

X : Ω Ñ E1 “ txi; 0 ď i ă Mu et Y : Ω Ñ E2 “ tyj ; 0 ď j ă Nu.

On suppose que l’on connaît la loi jointe de pX,Y q et on cherche à calculer la loi de X et de Y . Soit xi P E1,
alors

PpX “ xiq “ P

ˆ

pX “ xiq X

ˆ

ď

yjPE2

pY “ yjq

˙˙

“ P

ˆ

ď

yjPE2

pX “ xi, Y “ yjq

˙

“
ÿ

yjPE2

PpX “ xi, Y “ yjq.

De la même façon, on a lorsque yj P E2,

PpY “ yjq “
ÿ

xiPE1

PpX “ xi, Y “ yjq.

Dans le cas général :
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Proposition 5.2.0.2. Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires discrètes. On note

Ei “ txk; 0 ď k ă Niu p1 ď i ď nq.

On a alors
PpXi “ xq “

ÿ

px1,...,xnqPE1ˆ¨¨¨ˆEn
xi“x

PpX1 “ x1, . . . , Xn “ xnq.

En particulier, la loi jointe d’un vecteur aléatoire discret permet de calculer ses lois marginales.

Revenons au premier exemple de ce chapitre. On peut calculer les lois de X et de Y .

PpX “ 0q “ PpX “ 0, Y “ 0q ` PpX “ 0, Y “ 1q “ 9{16

PpX “ 1q “ PpX “ 1, Y “ 0q ` PpX “ 1, Y “ 1q “ 7{16

PpY “ 0q “ PpX “ 0, Y “ 0q ` PpX “ 1, Y “ 0q “ 15{16

PpY “ 1q “ PpX “ 0, Y “ 1q ` PpX “ 1, Y “ 1q “ 1{16.

En particulier, X „ Bp7{16q et Y „ Bp1{16q.

Remarque 5.2.0.3. (1) Les lois marginales d’un vecteur aléatoire ne permettent pas de déterminer la loi jointe
de ce vecteur.
(2) Si l’on connaît les lois marginales d’un vecteur pX1, . . . , Xnq et que ses composantes sont indépendantes,
alors on peut calculer la loi jointe de ce vecteur.

Il existe des couples de variables aléatoires qui ont mêmes lois marginales mais qui n’ont pas la même loi
jointe.

5.3 Covariance
Définition 5.3.0.1. Soient X et Y deux variables aléatoires de carré intégrable (pas nécessairement discrètes).
La covariance de X et de Y est donnée par

CovpX,Y q “ ErpX ´ ErXsqpY ´ ErY sqs.

Proposition 5.3.0.2. (i) CovpX,Xq “ VpXq.
(ii) CovpX,Y q “ CovpY,Xq.
(iii) CovpαX1 ` βX2, Y q “ αCovpX1, Y q ` β CovpX2, Y q.
En particulier, la covariance est une forme bilinéaire symétrique positive.

Attention : la covariance est une forme bilinéaire symétrique positive qui n’est pas définie positive. En effet,
CovpX,Xq “ VpXq “ 0 si et seulement si X est une variable aléatoire constante. Ce n’est donc pas un produit
scalaire... On peut néanmoins voir la covariance comme un produit scalaire sur le sous-espace des variables
aléatoires centrées (i.e. d’espérance nulle).

Proposition 5.3.0.3. On a
|CovpX,Y q| ď

a

VpXq
a

VpY q.

Démonstration. On applique juste l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

|ErpX ´ ErXsqpY ´ ErY sqs| ď Er|X ´ ErXs| ¨ |Y ´ ErY s|s

ď ErpX ´ ErXsq2s1{2 ErpY ´ ErY sq2s1{2.

Définition 5.3.0.4. On peut définir le coefficient de corrélation de X et Y par

rpX,Y q “
CovpX,Y q

a

VpXqVpY q
P r´1, 1s

si VpXqVpY q ą 0.

Une covariance positive indique que les deux variables aléatoires varient dans le « même sens » tandis qu’une
covariance négative indique au contraire des variations dans des « sens opposés ». On peut par exemple regarder
les cas extrêmes donnés par |rpX,Y q| “ 1. Cela correspond à un cas d’égalité dans l’inégalité de Cauchy-
Schwarz, ce qui signifie que X ´ ErXs et Y ´ ErY s sont proportionnelles, ou dit autrement, Y “ aX ` b. De
plus, rpX,Y q “ 1 correspond à a ą 0 tandis que rpX,Y q “ ´1 lorsque a ă 0.
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Proposition 5.3.0.5. On a
CovpX,Y q “ ErXY s ´ ErXsErY s.

Démonstration.
CovpX,Y q “ ErpX ´ ErXsqpY ´ ErY sqs

“ ErXY ´ ErXsY ´ ErY sX ` ErXsErY ss

“ ErXY s ´ ErXsErY s ´ ErY sErXs ` ErXsErY s

“ ErXY s ´ ErXsErY s.

Proposition 5.3.0.6. Soient X et Y deux variables aléatoires discrètes, alors

ErXY s “
ÿ

xPXpΩq

yPY pΩq

xyPpX “ x, Y “ yq.

Démonstration. Il suffit de voir ErXY s comme ErhpX,Y qs avec h : px, yq ÞÑ xy et d’appliquer le théorème de
transfert.

Exemple 5.3.0.7. Calculons la covariance des variables X et Y du premier exemple de ce chapitre.

ErXY s “
ÿ

xPXpΩq,yPY pΩq

xyPpX “ x, Y “ yq “ 1 ˆ PpX “ 1, Y “ 1q “ 1{16

et donc
CovpX,Y q “ 1{16 ´ 1{16 ˆ 7{16 “ 9{162 ą 0.

Proposition 5.3.0.8. On a
VpX ` Y q “ VpXq ` VpY q ` 2CovpX,Y q.

En particulier, si X et Y sont indépendantes, alors CovpX,Y q “ 0.

Démonstration.

VpX ` Y q “ ErpX ` Y q2s ´ ErX ` Y s2

“ ErX2 ` Y 2 ` 2XY s ´ pErXs2 ` ErY s2 ` 2ErXsErY sq

“ ErX2s ´ ErXs2 ` ErY 2s ´ ErY s2 ` 2pErXY s ´ ErXsErY sq.

Remarque 5.3.0.9. La réciproque est fausse : si X et Y sont non corrélées, elles ne sont pas nécessairement
indépendantes. Prenons par exemple, X „ Upt´1, 0, 1uq et Y “ 1tX“0u. On a alors ErXs “ 0, Y „ Bp1{3q,
ErY s “ 1{3, XY “ 0, ErXY s “ 0 et CovpXY q “ 0. Par contre, X et Y ne sont pas indépendantes : en effet on
a

PpX “ 0, Y “ 0q “ 0 PpX “ 0q “ 1{3 PpY “ 0q “ 2{3.

5.4 Variables aléatoires à valeurs dans N

Définition 5.4.0.1. Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N. On définit sa fonction génératrice (ou série
génératrice) par

GXpsq “ ErsX s “
ÿ

kě0

sk PpX “ kq.

Proposition 5.4.0.2. (i) GX est une série entière ;
(ii) GXp1q “ 1, donc en particulier son rayon de convergence R est supérieur ou égal à 1 ;
(iii) On a

PpX “ kq “
1

k!
G

pkq

X p0q pk P Nq.

La proposition suivante découle directement du troisième point précédent.

Proposition 5.4.0.3. La série génératrice d’une variable aléatoire X à valeurs dans N caractérise sa loi.

Proposition 5.4.0.4. Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes à valeurs dans N, alors X `Y est
une variables aléatoires à valeurs dans N et

GX`Y psq “ GXpsqGY psq avec |s| ă 1.
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Démonstration. Par indépendance, on a

ErsX`Y s “ ErsXsY s “ ErsX sErsY s.

Remarquons qu’il est également possible de faire directement le calcul. Soit n P N,

PpX ` Y “ nq “ P

ˆ

ď

0ďkďn

ppX “ kq X pY “ n ´ kqq

˙

“

n
ÿ

k“0

PpX “ kqPpY “ n ´ kq.

Exercice 5.4.0.5. Soient X „ Ppλq et Y „ Ppµq indépendantes. Montrer que X ` Y „ Ppλ ` µq.

Proposition 5.4.0.6. Si |s| ă R, alors on peut dériver termes à termes pour obtenir

G1
Xpsq “

`8
ÿ

k“1

ksk´1 PpX “ kq.

En particulier, si R ą 1, G1p1q “ ErXs ă `8. Inversement, si ErXs ă `8, le théorème radial d’Abel nous
donne G1

Xpsq Ñ ErXs pour s Ñ 1´.
De même, si ErX2s ă `8,

G2
Xpsq “

ÿ

kě0

kpk ´ 1qPpX “ kqsk´2 “
ÿ

kě0

k2 PpX “ kqsk´2 ´
ÿ

kě0

kPpX “ kqsk´2

Ñ ErX2s ´ ErXs

lorsque s Ñ 1´.

Exercice 5.4.0.7. Calculer la fonction génératrice de la loi Gppq. En déduire son espérance et sa variance.
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6 Caractérisation de la loi d’une variable aléatoire réelle
Dans ce chapitre, nous allons lister tous les outils disponibles dans ce cours pour pouvoir caractériser la

loi d’une variable réelle. On considère donc X une variable aléatoire réelle définie sur un espace de probabilité
pΩ,A,Pq.

Proposition 6.0.0.1 (Caractérisation 1 : fonction de répartition). La fonction de répartition de X
caractérise sa loi.

Proposition 6.0.0.2 (Caractérisation 2 : loi discrète). Si X est une variable aléatoire discrète, sa loi est
caractérisé par la donnée de XpΩq et PpX “ xq pour tous les x P XpΩq.

Proposition 6.0.0.3 (Caractérisation 3 : méthode de la fonction muette). La connaissance de
ErhpXqs pour toute fonction bornée continue h caractérise la loi de X.

Remarquons que l’on peut considérer également la classe des fonctions h mesurables positives, ou bien encore
celle des fonctions h mesurables bornées.

Démonstration. Pour tout t P R, on considère la suite de fonctions pht,nqnPNą0
donnée par

ht,npxq “

$

&

%

1 si x ă t
1 ´ npx ´ tq si x P rt, t ` 1{ns

0 sinon

ht,n est continue et bornée pour tout n P N. De plus, pht,nqnPNą0
converge simplement, en décroissant, vers la

fonction 1txďtu. Ainsi, le théorème de convergence monotone nous donne

Erht,npXqs
nÑ`8

ÝÝÝÝÝÑ Er1tXďtus “ PpX ď tq “ FXptq.

En particulier, si on connaît Erht,npXqs pour tous n P Ną0 et tous t P R, alors on connaît la fonction de
répartition de X, qui caractérise la loi de X.

Concrètement, cette caractérisation est utilisée à l’aide de la proposition suivante.

Proposition 6.0.0.4 (Méthode de la fonction muette, cas pratiques). (i) S’il existe des réels txi; 0 ď

i ă Nu et tαi; 0 ď i ă Nu tels que pour toute fonction h continue bornée, on a

ErhpXqs “
ÿ

0ďiăN

hpxiqαi

alors X est une variable aléatoire discrète, telle que XpΩq “ txi; 0 ď i ă Nu et PpX “ xiq “ αi, pour tout
0 ď i ă N .
(ii) S’il existe une fonction réelle mesurable g telle que pour toute fonction h continue bornée on a

ErhpXqs “

ż

R

hpxqgpxqdx

alors X est une variable aléatoire à densité, de densité g.

On va maintenant définir un nouvel outil qui permet également de caractériser la loi d’une variable aléatoire.

Définition 6.0.0.5. On définit la fonction caractéristique de la variable aléatoire réelle X par

φXptq “ EreitX s p@t P Rq.

Remarquons que φX est bien définie pour tout t P R car |eitX | “ 1 donc Er|eitX |s ă `8. Par le théorème
de transfert, on peut préciser la fonction caractéristique lorsque X est discrète ou à densité.

Proposition 6.0.0.6. (i) Si X est discrète, alors

φXptq “
ÿ

xPXpΩq

eitx PpX “ xq.

(ii) Si X est une variable à densité, de densité f , alors

φXptq “

ż

R

eitxfpxqdx “ pfp´tq

avec pf la transformée de Fourier de f (à une constante près).
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Proposition 6.0.0.7 (Caractérisation 4 : fonction caractéristique). La fonction caractéristique de X
caractérise sa loi.

La preuve est admise, mais remarquons que pour les variables aléatoires à densité, cela découle de l’injectivité
de la transformée de Fourier.

La fonction caractéristique est un outil pratique pour calculer les moments d’une variable aléatoire ou étudier
la loi de sommes de variables aléatoires indépendantes.

Proposition 6.0.0.8. (i) Si Er|X|ns ă `8, alors φX est dérivable n fois et φpnqp0q “ piqn ErXns.
(ii) Si X et Y sont indépendantes, alors φX`Y ptq “ φXptqφY ptq pour tout t P R.

Démonstration. ‚ Pour le premier point, il suffit d’appliquer le théorème de dérivation sous le signe intégrale.
Pour cela, remarquons que t ÞÑ eitx est une fonction de classe Cn pour tout x P R. De plus, pour tout 1 ď k ď n,
on a

dk

dtk
peitxq “ pixqkeitx

donc
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dk

dtk
peitXq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď |X|k

qui est intégrable : en effet, Er|X|ns ă `8, donc Er|X|ks ă `8 pour tout 1 ď k ď n en utilisant l’inégalité de
Hölder par exemple.
‚ Pour le second point, on a en utilisant l’hypothèse d’indépendance :

EreitpX`Y qs “ EreitXeitY s “ EreitX sEreitY s.

À l’aide de cet outil, il est également possible de montrer une autre caractérisation possible de la loi de X
dans le cas particulier où X est bornée.

Proposition 6.0.0.9. Si X est une variable aléatoire bornée, i.e. il existe une constante M tel que |X| ď M ,
alors les moments de X caractérisent la loi de X.

Le résultat précédent devient faux sans l’hypothèse de bornitude de X. En effet, on peut trouver deux
variables aléatoires réelles X et Y n’ayant pas de même loi et telles que ErXks “ ErY ks pour tout k P N. On
renvoie le lecteur assidu à un contre-exemple du TD.

Démonstration. On suppose qu’il existe une constante M tel que |X| ď M . Commençons par remarquer que

φXptq “ EreitX s “ E

„

ÿ

ně0

pitXqn

n!

ȷ

.

Si on a le droit d’intervertir l’espérance et la somme, on aurait alors

φXptq “
ÿ

ně0

pitqn

n!
ErXns

c’est-à-dire que la connaissance de tous les moments permettrait de connaître la fonction caractéristique et donc
de caractériser la loi de X. Reste donc à justifier l’interversion précédente. On a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pitXqn

n!

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
tn|X|n

n!
ď

tnMn

n!

qui est le terme général d’une série sommable, donc on peut appliquer le théorème de Fubini par exemple (le
fait d’avoir des fonctions à valeurs complexes ne pose pas de problème supplémentaire).
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7 Couples et vecteurs aléatoires à densité

7.1 Vecteurs à densité
On considère X “ pX1, . . . , Xnq : Ω Ñ Rn un vecteur aléatoire.

Définition 7.1.0.1. On dit que X est un vecteur aléatoire à densité si sa loi est absolument continue par rapport
à la mesure de Lebesgue sur Rn.

En pratique, on utilise plutôt la définition équivalente suivante qui, comme dans le cas des variables aléatoires
à densité, provient du théorème de Radon-Nikodym.

Proposition-Définition 7.1.0.2. X “ pX1, . . . , Xnq admet une densité si et seulement s’il existe une fonction
f : Rn

Ñ R mesurable positive telle que pour tout A P BpRn
q,

PpX P Aq “ PppX1, . . . , Xnq P Aq “

ż

A

fpx1, . . . , xnqdx1 ¨ ¨ ¨ dxn.

La fonction f est appelée densité de X.

Remarque 7.1.0.3. (1) Il suffit de le vérifier pour tout pavé A “ I1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ In avec I1, . . . , In des intervalles de
R. On peut même se restreindre à des intervalles de la forme Ij “ s ´ 8, tjs.
(2) On a nécessairement

ş

Rn fpx1, . . . , xnqdx1 ¨ ¨ ¨ dxn “ 1. Inversement, on peut montrer que si f : Rn
Ñ R`

est une fonction mesurable d’intégrale 1 sur Rn, alors c’est une densité pour un certain vecteur aléatoire.

Proposition 7.1.0.4. pX1, . . . , Xnq est un vecteur à densité, de densité f , si et seulement si pour toute fonction
continue bornée (ou mesurable bornée, ou mesurable positive) on a

ErhpX1, . . . , Xnqs “

ż

Rn

hpx1, . . . , xnqfpx1, . . . , xnqdx1 ¨ ¨ ¨ dxn.

Démonstration. Le sens direct est juste une application du théorème de transfert. La réciproque se démontre
de la même façon que dans le cas unidimensionnel, en approchant les indicatrices de pavés par des fonctions
continues bornées.

7.2 Lois marginales
Proposition 7.2.0.1. Si pX1, . . . , Xnq est un vecteur aléatoire à densité, de densité f , alors pour tout 1 ď i ď n,
Xi est une variable aléatoire à densité, de densité fXi donnée par

fXi
pxq “

ż

R

¨ ¨ ¨

ż

R
loooomoooon

n´1 intégrales

fpx1, . . . , xi´1, x, xi`1, . . . , xnqdx1 ¨ ¨ ¨ dxi´1 dxi`1 ¨ ¨ ¨ dxn avec x P R .

Par exemple, pour n “ 2, si pX,Y q est un couple aléatoire à densité, de densité f , alors

fXpxq “

ż

R

fpx, yqdy fY pyq “

ż

R

fpx, yqdx.

Démonstration. Calculons la fonction de répartition de Xi. Soit x P R,

FXi
pxq “ PpXi ď xq “ PppX1, . . . , Xnq P Rˆ ¨ ¨ ¨ ˆ s ´ 8, xs ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Rq

“

ż

x1PR

¨ ¨ ¨

ż

xiďx

¨ ¨ ¨

ż

xnPR

fpx1, . . . , xnq dx1 ¨ ¨ ¨ dxn

“

ż x

´8

ˆ
ż

x1PR

¨ ¨ ¨

ż

xnPR

fpx1, . . . , xnq dx1 ¨ ¨ ¨ dxi´1 dxi`1 ¨ ¨ ¨ dxn

˙

dxi

par Fubini. La variable Xi est donc à densité et on obtient la formule annoncée pour sa densité.

Remarque 7.2.0.2. Attention, si X et Y sont des variables aléatoires à densité, pX,Y q n’est pas nécessairement
à densité ! Par exemple, pX,Xq prend ses valeurs dans la première bissectrice de R2 donc ne peut pas être à
densité, même si X est à densité.
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Exemple 7.2.0.3. Soit pX,Y q un couple aléatoire de loi uniforme sur le disque unité

D “ tpx, yq; x2 ` y2 ď 1u.

La densité de pX,Y q est donnée par

fpX,Y qpx, yq “
1

π
1Dpx, yq

et fXpxq “
ş

R
fpx, yqdy. En particulier, fXpxq “ 0 si x R r´1, 1s. Si x P r´1, 1s,

fXpxq “

ż

?
1´x2

´
?
1´x2

1

π
dy “

2

π

a

1 ´ x2

Finalement, on a

fXpxq “
2

π

a

1 ´ x21r´1,1spxq

et par symétrie,

fY pyq “
2

π

a

1 ´ y21r´1,1spyq

En particulier, X et Y ont même loi.

Proposition 7.2.0.4. Soit pX,Y q un couple à densité f . Sous réserve d’existence, on a : (i) ErXs “
ş

R
xfXpxqdx “

ş

R2 xfpx, yqdxdy ;
(ii) ErY s “

ş

R
yfY pyqdy “

ş

R2 yfpx, yqdxdy ;
(iii) ErhpX,Y qs “

ş

R2 hpx, yqfpx, yqdxdy. En particulier, pour le calcul de la covariance, on a ErXY s “
ş

R2 xyfpx, yqdxdy.

7.3 Indépendance
Proposition 7.3.0.1. Soit pX1, . . . , Xnq un vecteur aléatoire de densité fpX1,...,Xnq et de densités marginales
fX1

, . . . , fXn
. Les variables aléatoires X1, . . . , Xn sont indépendantes si et seulement si

fpX1,...,Xnqpx1, . . . , xnq “ fX1
px1q ¨ ¨ ¨ fXn

pxnq.

Démonstration. On va faire la preuve pour n “ 2, le cas général se traitant de la même façon. Soient I et J
deux intervalles quelconques de R.
‚ Si X et Y sont indépendantes, alors

PppX,Y q P I ˆ Jq “ PpX P I, Y P Jq “ PpX P IqPpY P Jq

“

ż

I

fXpxqdx

ż

J

fY pyqdy “

ż ż

IˆJ

fXpxqfY pyqdx dy

en appliquant le théorème de Fubini pour les fonctions positives. Comme c’est vrai pour tous les intervalles réels
I et J , on a que fpX,Y q “ fXfY .
‚ Réciproquement, si fpX,Y q “ fXfY , alors

PppX,Y q P I ˆ Jq “

ż ż

IˆJ

fXpxqfY pyqdxdy “

ż

I

fXpxqdx

ż

J

fY pyqdy

“ PpX P IqPpY P Jq

en appliquant une nouvelle fois le théorème de Fubini pour les fonctions positives. On a donc l’indépendance de
X et Y en appliquant la proposition 4.3.0.1.

Remarque 7.3.0.2. (Importante). Pour montrer que X1, . . . , Xn sont indépendantes, il suffit de montrer que
fpX1,...,Xnqpx1, . . . , xnq est à variables séparables, c’est-à-dire qu’il existe des fonctions mesurables positives
q1, . . . , qn telles que

fpX1,...,Xnqpx1, . . . , xnq “

n
ź

i“1

qipxiq.

En effet, dans ce cas on a nécessairement, grâce au théorème de Fubini,

fXi
pxiq “

ż

Rn´1

fpX1,...,Xnqpx1, . . . , xnqdx1 ¨ ¨ ¨ dxi´1 dxi`1 ¨ ¨ ¨ dxn

“

ˆ

ź

j‰i

ż

R

qjpxjq dxj

˙

qipxiq :“ Ciqipxiq
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avec C1, . . . , Cn des constantes positives. De plus,

1 “

ż

R

fXi
pxiqdxi “ Ci

ż

R

qipxiqdxi

donc Ci “ p
ş

R
qipxiqdxiq

´1 et nécessairement
n

ś

i“1

Ci “ 1.

7.4 Quelques exemples de calculs de lois
7.4.1 Transformation d’un vecteur aléatoire

On considère pX1, . . . , Xnq un vecteur aléatoire de densité f , à valeurs dans un ouvert U Ă Rn. Soient
V Ă Rn un ouvert et ϕ : U Ñ V une fonction mesurable. On pose Y “ pY1, . . . , Ynq “ ϕpX1, . . . , Xnq et comme
d’habitude on cherche à déterminer la loi de Y . En particulier, dans ce cas de figure, on cherche à déterminer
des conditions sur ϕ pour que notre vecteur aléatoire Y soit encore à densité. Pour cela nous allons utiliser la
méthode de la fonction muette.

Soit h : Rn
Ñ R une fonction continue bornée quelconque. D’après le théorème de transfert, on a alors

ErhpY1, . . . , Ynqs “ ErhpϕpX1, . . . , Xnqqs

“

ż

U

hpϕpx1, . . . , xnqqfpx1, . . . , xnqdx1 ¨ ¨ ¨ dxn

Or, pour pouvoir montrer que pY1, . . . , Ynq est de densité g, il faut obtenir :

ErhpY1, . . . , Ynqs “

ż

V

hpy1, . . . , ynqgpy1, . . . , ynqdy1 ¨ ¨ ¨ dyn.

Pour passer de
ş

U
à

ş

V
ci-dessus, il est naturel d’appliquer un changement de variable dans l’intégrale.

Théorème 7.4.1.1 (Rappel). Soit ϕ : U Ñ V un C1-difféomorphisme entre deux ouvert de Rn (ϕ est une
bijection C1 et ϕ´1 est également C1). Sous réserve d’intégrabilité, on a

ż

U

hpϕpx1, . . . , xnqq dx1 ¨ ¨ ¨ dxn “

ż

V

hpy1, . . . , ynq| Jacpϕ´1py1, . . . , ynqq|dy1 ¨ ¨ ¨ dyn

avec

Jacpϕ´1py1, . . . , ynqq “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ

Bpϕ´1qi

Byj
py1, . . . , ynq

˙

1ďi,jďn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Remarque 7.4.1.2. Si ϕ : U Ñ V est un difféomorphisme et X est à valeurs dans U de densité fX , alors ϕpV q

est à valeurs dans V et a pour densité

fY pyq “ 1V pyqfXpϕ´1pyqq| Jacpφ´1pyqq|

avec y “ py1, . . . , ynq.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théorème précédent dans
ż

U

hpϕpx1, . . . , xnqqfpx1, . . . , xnqdx1 ¨ ¨ ¨ dxn.

Appliquons tout cela au problème suivant. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi
N p0, 1q, quelle est la loi de X{Y ?

Commençons par remarquer que X{Y est une variable aléatoire bien définie car PpY “ 0q “ 0, Y étant
une variable aléatoire à densité. Pour répondre à la question, nous allons chercher la loi de pU, V q “ pX{Y, Y q

puis prendre la première marginale. Tout d’abord, pX,Y q est un couple à densité car X et Y sont à densité et
indépendantes. Sa densité est donnée par

fpX,Y qpx, yq “ fXpxqfY pyq “
1

2π
e´x2

{2´y2
{2.

Soit h : R2
Ñ R une fonction continue bornée quelconque. On a alors

ErhpU, V qs “ ErhpX{Y, Y qs “

ż ż

R ˆ R˚

hpx{y, yq
1

2π
e´

x2`y2

2 dx dy.
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On pose

φ : RˆR˚
Ñ RˆR˚

px, yq ÞÑ px{y, yq “ pu, vq

On a
"

u “ x{y
v “ y

ô

"

x “ uv
y “ v

donc

φ´1 : RˆR˚
Ñ RˆR˚

pu, vq ÞÑ puv, vq

De plus φ et φ´1 sont C1, donc φ est un C1 difféomorphisme.

Jacpφ´1pu, vqq “ | v u
0 1 | “ v

ce qui nous donne, par le théorème de changement de variable,

ErhpU, V qs “

ż ż

R ˆ R˚

hpu, vq|v|
1

2π
e´

u2v2`v2

2 dudv

“

ż ż

R2

hpu, vq|v|
1

2π
e´

u2v2`v2

2 dudv.

Ainsi, pU, V q est une variable aléatoire à densité, de densité

fpU,V qpu, vq “ |v|
1

2π
e

´

´
u2v2`v2

2

¯

avec pu, vq P R2 .

Il en découle que U est une variable aléatoire à densité, de densité

fU puq “

ż

R

|v|
1

2π
e´

u2v2`v2

2 dv “
1

π

ż `8

0

ve´
v2p1`u2q

2 dv

“
1

π

„

e´
v2p1`u2q

2

1 ` u2

ȷ`8

0

“
1

π

1

1 ` u2
.

Ainsi, X{Y „ Cp1q.

7.4.2 Loi de la somme de deux variables aléatoires indépendantes à densité

Proposition 7.4.2.1. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, à densité, de densités respectives
fX et fY . X ` Y est alors une variable aléatoire à densité, de densité

fX`Y ptq “ fX ˚ fY ptq “

ż

R

fXpxqfY pt ´ xqdx “

ż

R

fXpt ´ yqfY pyqdy.

L’opération ˚ est appelé produit de convolution.

Remarque 7.4.2.2. Si X et Y sont positives, alors

fX`Y ptq “

ż t

0

fXpsqfY pt ´ sqds1R` ptq.

On peut faire le parallèle avec la formule obtenue lorsque l’on considère la somme de deux variables aléatoires
discrètes à valeurs dans N :

PpX ` Y “ nq “

n
ÿ

k“0

PpX “ kqPpY “ n ´ kq pour n P N .

Démonstration. pX,Y q est un vecteur aléatoire à densité, de densité px, yq ÞÑ fXpxqfY pyq. Calculons la fonction
de répartition de X ` Y . Soit t P R,

FX`Y ptq “ PpX ` Y ď tq “ PppX,Y q P Atq “

ż ż

At

fXpxqfY pyqdxdy
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avec At “ tpx, yq P R2; x ` y ď tu.

FX`Y ptq “

ż

R

ˆ
ż t´y

´8

fXpxqdx

˙

fY pyqdy “

ż

R

ˆ
ż t

´8

fXps ´ yqds

˙

fY pyqdy

“

ż t

´8

ˆ
ż

R

fXps ´ yqfY pyqdy

˙

ds.

On en déduit ainsi le résultat.

Exemple 7.4.2.3. Soient X et Y indépendantes, de loi Epλq. On a alors

fX`Y ptq “

ż t

0

fpt ´ sqfpsqds1R` ptq “

ż t

0

λ2e´λpt´sqe´λs ds1R` ptq

“ λ2

ż t

0

e´λt ds1R` ptq “ λ2te´λt1R` ptq.

On peut généraliser le résultat à la somme de n variables aléatoires indépendantes de même loi exponentielle.

Définition 7.4.2.4. Soient λ ą 0 et a ą 0 deux paramètres. On appelle loi gamma de paramètres pa, λq et on
note Γpa, λq la loi de densité

fpxq “
λa

Γpaq
xa´1e´λx1R` pxq

avec

Γpaq “

ż `8

0

xa´1e´x dx.

La loi Γp1, λq correspond à la loi Epλq.

Proposition 7.4.2.5. Si X1, . . . , Xn sont des variables aléatoires indépendantes de loi Epλq, alors X1`¨ ¨ ¨`Xn „

Γpn, λq.

La proposition peut se démontrer par récurrence.
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8 Convergences

8.1 Quelques inégalités
On considère dans cette partie des variables aléatoires réelles.

8.1.1 Inégalité de Markov

Proposition 8.1.1.1 (Inégalité de Markov). Soit X une variable aléatoire positive et a ą 0. On a alors

PpX ě aq ď
ErXs

a
.

Démonstration. On a
ErXs “ ErX1Xěa ` X1Xăas “ ErX1Xěas ` Er1Xăas

ě Era1Xěas ` Er01Xăas ě aEr1Xěas.

Y :“ 1Xěa est une v.a. à valeurs dans t0, 1u donc elle suit une loi de Bernoulli. Comme

tY “ 1u ô tX ě au

alors ErY s “ PpX ě aq ce qui nous donne le résultat.

8.1.2 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Proposition 8.1.2.1 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev). Soit X une v.a. réelle de carré intégrable,
a ą 0, alors

Pp|X ´ ErXs| ě aq ď
VpXq

a2
.

Démonstration. Il suffit d’appliquer l’inégalité de Markov à la variable aléatoire positive |X ´ ErXs|2 :

Pp|X ´ ErXs| ě aq “ Pp|X ´ ErXs|2 ě a2q

ď
Er|X ´ ErXs|2s

a2
“

VpXq

a2
.

8.1.3 Inégalité de Jensen

Rappelons la définition d’une fonction convexe réelle.

Définition 8.1.3.1. On dit que f : R Ñ R est une fonction convexe si pour tous px, yq P R2, p P r0, 1s, on a

fppx ` p1 ´ pqyq ď pfpxq ` p1 ´ pqfpyq.

Proposition 8.1.3.2. Si f : R Ñ R est une fonction C1, alors f est convexe si et seulement si le graphe de f
est au dessus de toutes ses tangentes. Également, f est convexe si et seulement si f 1 est croissante.

Proposition 8.1.3.3. Si ϕ : R Ñ R est une fonction convexe, alors

ϕpErXsq ď ErϕpXqs

sous réserve d’existence des espérances.

Démonstration. Si ϕ est C1, alors le graphe de ϕ est au-dessus de ses tangentes, ainsi on a, pour tout t P R,

ϕpxq ě ϕptq ` ϕ1ptqpx ´ tq p@x P Rq.

Dans le cas général, on peut montrer que cette inégalité s’étend de la façon suivante : pour tout t P R, il existe
mptq tel que

ϕpxq ě ϕptq ` mptqpx ´ tq p@x P Rq.

Ainsi, on a
ϕpXq ě ϕptq ` mptqpX ´ tq

et
ErϕpXqs ě ϕptq ` mptqpErXs ´ tq.

En prenant t “ ErXs dans l’égalité précédente, on prouve le résultat.

Exemple 8.1.3.4. Pour tout r ě 1,
|ErXs|r ď Er|X|rs

En particulier, si Er|X|rs ă `8, alors Er|X|ss ă `8 pour tout 1 ď s ď r.
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8.1.4 Inégalité de Hölder

Proposition 8.1.4.1 (Inégalité de Hölder). Soient 1 ă p ă `8 et 1 ă q ă `8 tels que 1{p ` 1{q “ 1 (q
est appelé l’exposant conjugué de p). On a alors

Er|XY |s ď Er|X|ps1{p Er|Y |qs1{q.

Remarquons que le cas particulier p “ 2 “ q correspond à l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Démonstration. ‚ Une preuve possible repose sur l’égalité de Young que nous allons commencer par prouver et
qui dit ceci : pour tous x, y P R2 et p, q conjugués, alors

|xy| ď
|x|p

p
`

|y|q

q
.

Cette inégalité est évidente lorsque x “ 0 ou y “ 0. Sinon, la concavité de la fonction ln nous donne

ln |xy| “
1

p
ln |x|p `

1

q
ln |y|q ď ln

ˆ

|x|p

p
`

|y|q

q

˙

et la croissance de la fonction ln nous permet de conclure.
Montrons maintenant l’inégalité de Hölder. Si Er|X|ps1{p Er|Y |qs1{q “ 0, le résultat est évident. Sinon, on a
d’après l’inégalité de Young :

Er|XY |s

Er|X|ps1{p Er|Y |qs1{q
“ E

„
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X

Er|X|ps1{p

Y

Er|Y |qs1{q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ȷ

ď E

„

|X|p{Er|X|ps

p
`

|Y |q{Er|Y |qs

q

ȷ

ď
1

p
`

1

q
“ 1

d’où l’inégalité.

8.2 Lemme de Borel-Cantelli
Définition 8.2.0.1. Soit pAnqně1 des évènements aléatoires (de la tribu A).
‚ On a :

lim sup
nÑ`8

An “
č

nPNą0

ď

pěn

Ap P A

“ tω P Ω; p@n P Ną0q pDp ě nq ω P Apu

“ tω P Ω; ω appartient à une infinité de Anu

“ « une infinité de An sont réalisés ».

‚ On a :

lim inf
nÑ`8

An “
ď

nPNą0

č

pěn

Ap P A

“ tω P Ω; pDn P Ną0q p@p ě nq ω P Apu

“ tω P Ω; ω appartient à tous les éléments de An à partir d’un certain rangu

“ « tous les An sont réalisés sauf un nombre fini ».

Remarque 8.2.0.2. (1) On a lim inf
nÑ`8

An Ă lim sup
nÑ`8

An.

(2) On a
`

lim sup
nÑ`8

An

˘A
“ lim inf

nÑ`8
AA

n.

Exemple 8.2.0.3. (1) Si An “ r0, 2 ` p´1qns : lim inf
nÑ`8

An “ r0, 1s, lim sup
nÑ`8

An “ r0, 3s.

(2) Si An “ r0, 2 ` p´1qn ` p´1{2qns : lim inf
nÑ`8

An “ r0, 1r, lim sup
nÑ`8

An “ r0, 3s.

Théorème 8.2.0.4 (Lemme de Borel-Cantelli). Soit pAnqnPN une suite d’évènements aléatoires.
(i) Si

ř

nPN

PpAnq ă `8, alors P
`

lim sup
nÑ`8

An

˘

“ 0.

(ii) Si les pAnqnPN sont indépendants et si
ř

nPN

PpAnq “ `8, alors

P
`

lim sup
nÑ`8

An

˘

“ 1.
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Démonstration. (i) Si A “ lim sup
nÑ`8

An “
Ş

ně0

Ť

pěn
Ap Ă

Ť

pěn
Ap pour tout n, alors

P
`

lim sup
nÑ`8

An

˘

ď P

ˆ

ď

pěn

Ap

˙

ď
ÿ

pěn

PpApq
nÑ`8
ÝÑ 0

car
ř

pěn
PpApq est le reste d’une série convergente.

(ii) On a P
`

lim sup
nÑ`8

An

˘

“ P
`

Ş

ně1
p

Ť

pěn
Apq

˘

“ lim
nÑ`8

P
`

Ť

pěn
Ap

˘

car
`

Ť

pěn
Ap

˘

ně1
est décroissante. Pour

conclure, il suffit de montrer que P
`

Ť

pěn
Ap

˘

“ 1 pour tout n ě 1. On a

P

ˆ N
ď

p“n

Ap

˙

“ 1 ´ P

ˆ N
č

p“n

AA
p

˙

“ 1 ´

N
ź

p“n

PpAA
pq par indépendance

“ 1 ´

N
ź

p“n

p1 ´ PpApqq.

En utilisant l’inégalité de convexité 1 ´ x ď e´x pour tout x P R, on obtient

P

ˆ N
ď

p“n

Ap

˙

ě 1 ´

N
ź

p“n

expp´PpApqq “ 1 ´ exp

ˆ

´

N
ÿ

p“n

PpApq

˙

NÑ`8
ÝÝÝÝÝÑ 1

car la série diverge. Ainsi, la suite p
Ť

pěn
ApqNěn étant croissante, on a

P

ˆ

ď

pěn

Ap

˙

“ lim
NÑ`8

P

ˆ N
ď

p“n

Ap

˙

ě 1.

8.3 Définitions des différentes notions de convergences
On considère pXnqnPN une suite de v.a. réelles définies sur un même espace de probabilité pΩ,A,Pq et X une

v.a. également définie sur cet espace de probabilité pΩ,A,Pq. Il est également possible d’étendre ce qui suit à des
vecteurs aléatoires réels en remplaçant toutes les valeurs absolues par la norme euclidienne. On veut donner un
sens mathématique à « Xn converge vers X ». Il s’avère qu’il existe en théorie des probabilité plusieurs notions
possibles de convergence. Nous allons les lister ci-dessous.

Définition 8.3.0.1. On dit que pXnqnPN converge presque sûrement vers X si :

Pptω P Ω; Xnpωq Ñ Xpωquq “ 1.

On note alors Xn
p.s.

ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X.

Définition 8.3.0.2. On dit que pXnqnPN converge en probabilité vers X si :

p@ε ą 0q Pp|Xn ´ X| ě εq
nÑ`8

ÝÝÝÝÝÑ 0.

On note alors Xn
P

ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X.

Remarquons que si ε ă ε1, alors Pp|Xn ´ X| ě ε1q ď Pp|Xn ´ X| ě εq, ce qui implique que si

Pp|Xn ´ X| ě εq
nÑ`8

ÝÝÝÝÝÑ 0

alors
Pp|Xn ´ X| ě ε1q

nÑ`8
ÝÝÝÝÝÑ 0

pour tous les ε1 ě ε. Pour montrer une convergence en probabilité, on peut donc se contenter de montrer que

Pp|Xn ´ X| ě εq
nÑ`8

ÝÝÝÝÝÑ 0

uniquement pour les ε ą 0 plus petits que n’importe quelle borne A ą 0 fixée.



44 Probabilités, Licence 3ème année

Définition 8.3.0.3. On dit que pXnqnPN converge dans Lp pour p ě 1 vers X si : Xn P Lp (i.e. Er|Xn|ps ă `8)
pour tous n P N, X P Lp pEr|X|ps ă `8q et

Er|Xn ´ X|ps
nÑ`8

ÝÝÝÝÝÑ 0.

On note alors Xn
Lp

ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X.

Définition 8.3.0.4. On dit que pXnqnPN converge en loi vers X si : FXnptq Ñ FXptq en tout point de continuité
de FX . On note alors Xn

L
ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X.

Remarque 8.3.0.5. (1) Si FX est continue, alors pour tous a ă b P R,

PpXn P ra, bsq
nÑ`8

ÝÝÝÝÝÑ PpX P ra, bsq

(2) Pour la convergence en loi, on a pas besoin les v.a. soient définies sur le même espace de probabilité ! De
plus, concernant la limite X, seule sa loi importe. En particulier, on peut par exemple écrire Xn

L
ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

N p0, 1q

au lieu de Xn
L

ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X avec X „ N p0, 1q. Par contre, pour les autres convergences, tout ceci est faux.

Concernant la convergence en loi, on peut se poser la question de l’utilité de regarder la convergence de la
fonction de répartition uniquement aux points de continuité de la fonction de répartition limite. Il est néanmoins
possible de voir sur des exemples simples que cette restriction est tout à fait naturelle. Prenons par exemple la
suite de v.a. constantes Xn “ 1{n. Il semblerait naturelle d’avoir Xn

L
ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0. Regardons ce qu’il en est de la
fonction de répartition :

FXn
ptq “ PpXn ď tq “

"

0 si t ă 1{n
1 sinon

nÑ`8
ÝÑ

"

0 si t ď 0
1 sinon

Or
F0ptq “ Pp0 ď tq “

"

0 si t ă 0
1 sinon

On a donc bien Xn
L

ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0 même si la fonction de répartition ne converge pas au point de discontinuité 0.

8.4 Autres caractérisations et liens entre les convergences
Proposition 8.4.0.1. On a

Xn
p.s.

ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X ô p@ε ą 0q P
`

lim sup
nÑ`8

t|Xn ´ X| ě εu
˘

“ 0.

Remarque 8.4.0.2. Si pour tout ε ą 0, on a
ÿ

nPN

Pp|Xn ´ X| ě εq ă `8

alors le lemme de Borel-Cantelli associé à la proposition précédente permet de montrer la convergence presque
sûre de pXnqnPN vers X.

Démonstration. Soit ω P Ω.

Xnpωq
L

ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

Xpωq ô p@ε ą 0q pDN P Nq p@n ě Nq |Xnpωq ´ Xpωq| ă ε

ô ω P
č

εą0

ď

NPN

č

něN

Aε
n

avec Aε
n “ t|Xn ´X| ă εu. La dernière intersection est non dénombrable, néanmoins, comme elle est croissante

en ε (lorsque ε croit), on peut se restreindre aux valeurs ε “ 1{k pour k P Ną0. On obtient alors

Xnpωq
L

ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

Xpωq ô ω P
č

kPNą0

ď

NPN

č

něN

A1{k
n . (8.1)

En passant à la contraposée, on obtient donc

Xnpωq ­Ñ Xpωq ô ω P
ď

kPNą0

č

NPN

ď

něN

pA1{k
n qA

ô ω P
ď

kPNą0

lim sup
nÑ`8

t|Xn ´ X| ě 1{ku.
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Ainsi, on a
P

`

lim sup
nÑ`8

t|Xn ´ X| ě 1{ku
˘

ď PpXnpωq ­Ñ Xpωqq p@k P Ną0q

et comme l’union est croissante en k,

lim
kÑ`8

P
`

lim sup
nÑ`8

t|Xn ´ X| ě 1{ku
˘

“ P

ˆ

ď

kPNą0

lim sup
nÑ`8

t|Xn ´ X| ě 1{ku

˙

“ PpXnpωq ­Ñ Xpωqq.

En utilisant à nouveau la croissance en k de l’union, on obtient

Pplim sup
nÑ`8

t|Xn ´ X| ě εuq ď PpXnpωq ­Ñ Xpωqq, @ε ą 0

et
lim
εÑ0

P
`

lim sup
nÑ`8

t|Xn ´ X| ě εu
˘

“ PpXnpωq ­Ñ Xpωqq

Si Xn
p.s.

ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X, alors PpXnpωq ­Ñ Xpωqq “ 0, ce qui implique que

Pplim sup
nÑ`8

t|Xn ´ X| ě εuq “ 0 p@ε ą 0q.

Inversement, si
P

`

lim sup
nÑ`8

t|Xn ´ X| ě ε
˘

“ 0 p@ε ą 0q

alors
lim
εÑ0

P
`

lim sup
nÑ`8

t|Xn ´ X| ě εu
˘

“ 0 “ PpXnpωq ­Ñ Xpωqq

ce qui prouve le résultat.

Remarque 8.4.0.3. Remarquons que (8.1) permet de justifier que tXn Ñ Xu est bien un évènement aléatoire
et donc on a le droit de calculer sa probabilité. En particulier, cela implique que la définition de la convergence
presque sûre à bien un sens.

La proposition suivante est admise : elle donne les caractérisation équivalente de la convergence en loi.

Proposition 8.4.0.4. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Xnpωq

L
ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

Xpωq ;

(ii) pour toute fonction h continue bornée on a ErhpXnqs
nÑ`8

ÝÝÝÝÝÑ ErhpXqs ;
(iii) pour tout t P R, φXn

ptq
nÑ`8

ÝÝÝÝÝÑ φXptq.

La dernière caractérisation suppose que la limite de φXn
soit une fonction caractéristique. Il existe un

théorème plus fort qui se passe de cette hypothèse.

Théorème 8.4.0.5 (Levy). S’il existe une fonction ϕ : R Ñ C continue en 0 telle que φXn
ptq

nÑ`8
ÝÝÝÝÝÑ ϕptq pour

tout t P R, alors Xn converge en loi et ϕ est la fonction caractéristique de la limite.

Dans le cas des v.a. discrètes, il existe encore une autre caractérisation possible de la convergence en loi.

Proposition 8.4.0.6. Soit pXnqnPN et X des v.a. à valeurs dans N. On a Xn
L

ÝÑ
nÑ`8

X si et seulement si

PpXn “ kq
nÑ`8

ÝÝÝÝÝÑ PpX “ kq p@k P Nq

Démonstration. ‚ Supposons que pXnqnPN converge en loi vers X. Pour k P N, on considère une fonction hk

continue telle que hkpxq “ 0 pour tous x R sk ´ 1, k ` 1r et hkpkq “ 1. On a alors

PpXn “ kq “ ErhkpXnqs
nÑ`8

ÝÝÝÝÝÑ ErhkpXqs “ PpX “ kq.

‚ Inversement, on suppose que

PpXn “ kq
nÑ`8

ÝÝÝÝÝÑ PpX “ kq p@k P Nq.

Soit t P R quelconque.

FXn
ptq “ PpXn ď tq “

ttu
ÿ

k“0

PpXn “ kq
nÑ`8

ÝÝÝÝÝÑ

ttu
ÿ

k“0

PpX “ kq “ FXptq

donc Xnpωq
L

ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

Xpωq.
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Il existe de forts liens entre les différentes notions de convergences, comme l’illustre la proposition suivante.

Proposition 8.4.0.7. (i) La convergence Lq implique la convergence Lp lorsque q ą p ě 1 ;
(ii) La convergence Lp pp ě 1q implique la convergence en probabilité ;
(iii) La convergence presque-sûre implique la convergence en probabilité ;
(iv) La convergence en probabilité implique la converge en loi.

Démonstration. (i) En utilisant l’inégalité de Hölder, ou l’inégalité de Jensen, on a

Er|Xn ´ X|ps ď Er|Xn ´ X|pq{psp{q ˆ 1 “ Er|Xn ´ X|qsp{q

car q{p ě 1. Ainsi, le membre de gauche de l’inégalité tend vers 0 lorsque celui de droite tend vers 0.
(ii) Soit ε ą 0 quelconque. D’après l’inégalité de Markov, on a

Pp|Xn ´ X| ě εq “ Pp|Xn ´ X|p ě εpq ď
Er|Xn ´ X|ps

εp
.

Ainsi, pour tout ε, Pp|Xn ´ X| ě εq tend vers 0 si Er|Xn ´ X|ps tend vers 0.
(iii) Soit ε ą 0 quelconque.

Pp|Xn ´ X| ě εq ď P

ˆ

ď

pěn

t|Xp ´ X| ě εu

˙

nÑ`8
ÝÑ P

ˆ

č

ně0

ď

pěn

t|Xp ´ X| ě εu

˙

.

donc si
P

`

lim sup
nÑ`8

t|Xn ´ X| ě εu
˘

“ P

ˆ

č

ně0

ď

pěn

t|Xp ´ X| ě εu

˙

nÑ`8
ÝÝÝÝÝÑ 0

alors Pp|Xn ´ X| ě εq
nÑ`8

ÝÝÝÝÝÑ 0.
(iv) Soit t un point de continuité de FX .

FXn
ptq “ PpXn ď tq

“ PptXn ď tu X t|Xn ´ X| ă εuq ` PptXn ď tu X t|Xn ´ X| ě εuq

ď PpX ď t ` εq ` Pp|Xn ´ X| ě εq
nÑ`8

ÝÝÝÝÝÑ FXpt ` εq.

On a donc lim sup
nÑ`8

FXnptq ď FXpt` εq et comme le membre de gauche ne dépend par de ε, on peut faire tendre

ε vers 0 dans le membre de droite pour obtenir : lim sup
nÑ`8

FXn
ptq ď FXptq.

De la même façon,

1 ´ FXnptq “ PpXn ą tq

“ PptXn ą tu X t|Xn ´ X| ă εuq ` PptXn ą tu X t|Xn ´ X| ě εuq

ď 1 ´ PpX ď t ´ εq ` Pp|Xn ´ X| ě εq
nÑ`8
ÝÑ 1 ´ FXpt ´ εq.

On a donc lim inf
nÑ`8

FXnptq ě FXpt´ εq et comme le membre de gauche ne dépend pas de ε, on peut faire tendre ε

vers 0 dans le membre de droite pour obtenir : lim inf
nÑ`8

FXnptq ě FXptq en utilisant la continuité de FX au point
t. On en conclut que

lim inf
nÑ`8

FXn
ptq “ lim sup

nÑ`8

FXn
ptq “ lim

nÑ`8
FXn

ptq “ FXptq.

Il est bon de remarquer que les réciproques sont fausses, nous renvoyons au TD pour des contre-exemples.
Néanmoins il existe des réciproques partielles.

Proposition 8.4.0.8. (i) Si Xn converge vers X en probabilité, alors Xn converge vers X presque-sûrement à
une sous-suite près.
(ii) Si Xn converge en loi vers une constante c, alors Xn converge en probabilité vers c.

Démonstration. (i) On pose n0 “ 0 et grâce à l’hypothèse de convergence en probabilité, on construit par
récurrence une suite strictement croissante pnkqkPN telle que pour tout k P Ną0, on a

Pp|Xnk
´ X| ě 1{kq ď

1

k2
.
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Ainsi, pour tout ε ą 0, on a
ÿ

kPN

Pp|Xnk
´ X| ě εq “

ÿ

kă1{ε

Pp|Xnk
´ X| ě εq `

ÿ

kě1{ε

Pp|Xnk
´ X| ě εq

ď
ÿ

kă1{ε

Pp|Xnk
´ X| ě εq `

ÿ

kě1{ε

Pp|Xnk
´ X| ě 1{kq

ď t1{εu ` 1 `
ÿ

kě1{ε

1

k2
ă `8.

Le lemme de Borel-Cantelli permet alors de conclure à la convergence presque-sûre de pXnk
qkPN vers X.

(ii) Tout d’abord, Fcptq “ 1těc qui est continue sur R ztcu, donc

FXn
ptq

nÑ`8
ÝÝÝÝÝÑ

"

Fcptq “ 0 si t ă c
Fcptq “ 1 si t ą c

On a
Pp|Xn ´ c| ě εq “ PpXn ď c ´ εq ` PpXn ě c ` εq

nÑ`8
ÝÝÝÝÝÑ Fcpc ´ εq ` p1 ´ Fcpc ` εqq “ 0

car Fc est continue en c ` ε.

Proposition 8.4.0.9. Si Xn converge vers X et Yn converge vers Y presque-sûrement (resp. en probabilité,
resp. dans Lp) alors pXn, Ynq converge vers pX,Y q presque-sûrement (resp. en probabilité, resp. dans Lp). Cela
implique en particulier que Xn ` Yn converge vers X ` Y et XnYn converge vers XY (pour les mêmes types de
convergences).

Remarque 8.4.0.10. Attention ! La proposition précédente est fausse pour la convergence en loi. Prenons par
exemple X „ N p0, 1q et posons Xn “ X. Comme ´X à même loi que X, alors Xn

L
ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X et Xn
L

ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

´X.
Pourtant 2Xn “ 2X ne converge pas en loi vers 0 !

Proposition 8.4.0.11. Soit h : R Ñ R est une fonction continue. Si Xn converge vers X presque-sûrement ou
en probabilité ou en loi, alors hpXnq converge vers hpXq presque-sûrement ou en probabilité ou en loi.

Démonstration. Exercice.

8.5 Quelques exemples de convergences
8.5.1 Lois de Bernoulli

On considère Xn „ Bppnq avec pn
nÑ`8

ÝÝÝÝÝÑ 0. Pour tout 0 ă ε ă 1,

Pp|Xn ´ 0| ě εq “ PpXn “ 1q “ pn
nÑ`8

ÝÝÝÝÝÑ 0

donc Xn
P

ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0. De plus, pour tout p ě 1,

Er|Xn|ps “ ErXns “ pn
nÑ`8

ÝÝÝÝÝÑ 0

donc Xn
Lp

ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0. Enfin, si on suppose les Xn indépendantes, pour tout ε ą 0, on a d’après le lemme de
Borel-Cantelli,

P
`

lim sup
nÑ`8

|Xn ´ 0| ě ε
˘

“ 0 ô
ÿ

ně1

Pp|Xn ´ 0| ě εq ă `8.

On a donc Xn
p.s.

ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0 si et seulement si
ř

ně1
pn ă `8. Attention, si on a plus l’indépendance, alors

ř

ně1
pn ă

`8 implique la convergence presque-sûre mais la réciproque est pas nécessairement vraie. En effet, prenons
Ω “ r0, 1s muni de la mesure de Lebesgue et Xnpωq “ 1ωPr0,1{ns. On a alors Xn „ Bp1{nq,

ř

ně1
1{n “ `8 et

pourtant Xn
p.s.

ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0 ! On pose maintenant Yn “ nXn avec Xn „ Bp1{nq. Pour tout 0 ă ε ă 1,

Pp|Yn ´ 0| ě εq “ PpXn “ 1q “ 1{n
nÑ`8

ÝÝÝÝÝÑ 0

donc Yn
P

ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0. Par contre

Er|Yn|s “ n ˆ
1

n
“ 1,

donc Yn ne converge pas vers 0 dans L1 (et donc ne converge pas tout court dans L1 car on rappelle que la
convergence dans L1 vers une limite Y implique la convergence en probabilité vers Y et donc nécessairement
on devrait avoir Y “ 0).
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8.5.2 Approximation Binomiale-Poisson

Proposition 8.5.2.1. Si Xn „ Bpn, λ{nq, alors Xn
L

ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

Ppλq.

Démonstration. Comme on a des v.a. à valeurs dans N, il suffit de regarder la convergence de PpXn “ kq pour
tous les k P N. Soit k P N,

PpXn “ kq “

ˆ

n
k

˙ ˆ

λ

n

˙kˆ

1 ´
λ

k

˙n´k

(pour n ě k)

“
n!

k!pn ´ kq!

λk

nk

ˆ

1 ´
λ

n

˙nˆ

1 ´
λ

n

˙´k

“
λk

k!

npn ´ 1q ¨ ¨ ¨ pn ´ k ` 1q

nn ¨ ¨ ¨n

ˆ

1 ´
λ

n

˙nˆ

1 ´
λ

n

˙´k

nÑ`8
ÝÝÝÝÝÑ e´λλ

k

k!
.

Il est également possible de démontrer le résultat en regardant la convergence de la fonction de répartition.

8.5.3 Maximum de lois exponentielles

Soit pXnqnPN des v.a. i.i.d de loi Epλq. On pose Mn “ maxtX1, . . . , Xnu et Yn “ λMn ´ lnpnq. On s’intéresse
à la convergence en loi de Yn et pour cela, on étudie la convergence de la fonction de répartition. Soit t P R,

FYnptq “ PppλMn ´ lnpnqq ď tq “ P

ˆ

Mn ď
t ` lnpnq

λ

˙

“

n
ź

i“1

P

ˆ

Xi ď
t ` lnpnq

λ

˙

“

ˆ

1 ´ exp

ˆ

´
λpt ` lnpnqq

λ

˙˙n

car
t ` lnpnq

λ
ě 0 pour n assez grand

“

ˆ

1 ´
e´t

n

˙n

“ exp

ˆ

n ln

ˆ

1 ´
e´t

n

˙ ˙

nÑ`8
ÝÝÝÝÝÑ e´e´t

.

Comme t ÞÑ e´e´t

est une fonction de répartition (croissante, continue, tendant vers 0 en ´8 et 1 en `8), Yn

converge en loi vers Y de fonction de répartition FY ptq “ e´e´t

. Remarquons que cette fonction de répartition
est C1, donc Y est une v.a. à densité.
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9 Théorèmes limites en probabilité

9.1 Lois des grands nombres
Soit pXnqnPN une suite de v.a. i.i.d. On pose Sn “ X1 ` ¨ ¨ ¨ ` Xn et on s’intéresse à la moyenne empirique.
Donnons un exemple concret pour motiver cette étude. Si on lance plusieurs fois une pièce équilibrée, les

lancers étant indépendants, on peut noter Xn le résultat du n-ième lancer (Xn “ 1 si on obtient "pile" et
Xn “ 0 si on obtient "face"), alors Sn{n représente la proportion de pile après n lancers. Empiriquement, on
sait que cette proportion tend vers 1{2 quand le nombre de lancers tend vers l’infini. Nous allons donc donner
un sens mathématique à cette constatation empirique.

Proposition 9.1.0.1 (Loi faible des grands nombres). Soit pXnqnPN une suite de v.a. i.i.d de même loi
que X. On suppose que Er|X|2s ă `8. On a alors

Sn

n
L2

ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

ErXs et donc
Sn

n
P

ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

ErXsErXs.

Démonstration. ErSn{ns “ ErXs et donc

E

„ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Sn

n
´ ErXs

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2ȷ

“ V

ˆ

Sn

n

˙

“
1

n
VpXq

nÑ`8
ÝÝÝÝÝÑ ErXs.

Théorème 9.1.0.2 (Loi forte des grands nombres). Soit pXnqnPN une suite de v.a. i.i.d de même loi que
X. On suppose que Er|X|s ă `8. On a alors

Sn

n

p.s.
ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

ErXs.

Démonstration. Nous allons prouver le résultat uniquement avec l’hypothèse supplémentaire
Er|X|4s ă `8, le cas général étant admis.
On pose m1 “ ErXs, m2 “ ErX2s et m4 “ ErX4s. On peut supposer que m1 “ 0 car il suffit de remplacer Xi

par Yi :“ Xi ´ m1 qui est bien d’espérance nulle. Montrer que Sn

n

p.s.
ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0 est équivalent à montrer que pour

tout ε ą 0, P
`

lim sup
nÑ`8

t|Sn{n| ą εu
˘

“ 0. D’après le lemme de Borel-Cantelli, il suffit de montrer que

ÿ

ně1

Pp|Sn{n| ą εq ă `8.

Soit ε ą 0 fixé. D’après l’inégalité de Markov on a

Pp|Sn{n| ą εq “ Pp|Sn|2 ą ε4n4q ď
ErS4

ns

ε4n4

et par linéarité de l’espérance,

ErS4
ns “ ErpX1 ` ¨ ¨ ¨ ` Xnq4s “

ÿ

1ďi,j,k,ℓďn

ErXiXjXkXℓs.

Lorsque i ‰ j ‰ k ‰ ℓ, l’indépendance nous donne

ErXiXjXkXℓs “ ErXisErXjsErXksErXℓs “ 0.

De la même façon, dès qu’un indice est seul, on a ErXiXjXkXℓs “ 0. Les seuls termes non nuls sont :
‚ ErX4

i s “ m4, il y en a n.
‚ ErX2

i X
2
j s “ ErX2

i sErX2
j s “ m2

2, pour 1 ď i ‰ j ď n.
Il y en a C2

nC
2
4 “ 3npn´1q (choix de i et j, puis place des i). On a donc ErpSnq4s ď Cn2 et Pp|Sn{n| ą εq ď C

ε2n2

qui est le terme général d’une série convergente.

Reprenons l’exemple de départ : si on lance n fois une pièce, la proportion de pile tend vers p.
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9.2 Théorème centrale limite
On sait maintenant que, sous réserve d’existence de ErXs, Sn

n

p.s.
ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

ErXs et donc Sn

n ´ ErXs
p.s.

ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0.

Afin de quantifier la vitesse de cette convergence, on cherche α tel que nα
`

Sn

n ´ ErXs
˘

tend vers quelque chose
de non trivial.

Théorème 9.2.0.1 (Théorème centrale limite). Soit pXnqnPN une suite de v.a. i.i.d de même loi que X.
On suppose que Er|X|2s ă `8. On note ErXs “ m et VpXq “ σ2 (supposée non nulle). On a alors

?
n

σ

ˆ

Sn

n
´ m

˙

L
ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

N p0, 1q.

Remarquons que si on pose Yn “
?
n
σ pSn

n ´ mq, alors ErYns “ 0 et VpYnq “ 1.

Démonstration. Comme pour la preuve de la loi forte des grands nombres, on peut supposer que m “ 0, quitte
à remplacer Xi par Xi ´ m. On va regarder la convergence de la fonction caractéristique de Yn. Soit t P R fixé,

ϕYn
ptq “ EreitYns “ Ere

it Sn
σ

?
n s “ Ere

it
X1`¨¨¨`Xn

σ
?

n s

“ Ere
it

X1
σ

?
n sn “

„

ϕX1

ˆ

t

σ
?
n

˙ ȷn

.

On fait un développement limité de ϕX1
en 0 : ErX2

1 s ă `8 donc ϕX1
est C2 et

ϕX1
phq “ ϕX1

p0q ` hϕ1
X1

p0q `
h2

2
ϕ2
X1

p0q ` oph2q

“ 1 ` hiErX1s ´
h2

2
ErX2

1 s ` oph2q.

Ainsi,

ϕX1

ˆ

t

σ
?
n

˙

“ 1 ´
t2σ2

2σ2n
` op1{nq

et

ϕYn
ptq “

ˆ

1 ´
t2

2n
` op1{nq

˙n

“

ˆ

1 ´
t2

2n

˙n

p1 ` op1{nqqn.

De manière classique,
ˆ

1 ´
t2

2n

˙n

“ exp

ˆ

n ln

ˆ

1 ´
t2

2n

˙˙

nÑ`8
ÝÝÝÝÝÑ e´t2{2.

On ne peut pas faire la même chose pour le terme p1 ` op1{nqqn car op1{nq est complexe ! Néanmoins, on a

|p1 ` op1{nqqn ´ 1| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“1

Ck
npop1{nqqk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

n
ÿ

k“1

Ck
n| op1{nq|k “ p1 ` | op1{nq|qn ´ 1

“ en lnp1q`| op1{nq|q ´ 1
nÑ`8

ÝÝÝÝÝÑ 0

On a donc ϕYn
ptq

nÑ`8
ÝÝÝÝÝÑ e´t2{2 qui est la fonction caractéristique de la loi N p0, 1q.
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10 Vecteurs gaussiens
Le but de ce dernier chapitre est de généraliser la loi gaussienne au cadre multidimensionnel.

10.1 Introduction (loi normale réelle)
Définition 10.1.0.1. Soient m P R et σ2 ą 0. X „ N pm,σ2q si X est une v.a. à densité, de densité

fpxq “
1

?
2πσ2

exp

ˆ

´
px ´ mq2

2σ2

˙

avec x P R .

On définit également X „ N pm, 0q si X “ m p.s.

On remarque que la loi N pm,σ2q est à densité si σ ą 0 et est discrète si σ “ 0.

Proposition 10.1.0.2. Si X „ N pm,σ2q avec σ ą 0, alors

X ´ m

σ
„ N p0, 1q.

Démonstration. Il suffit de calculer la fonction de répartition de la v.a. X´m
σ .

Une conséquence de la proposition précédente est que tout calcul sur la loi N pm,σ2q, lorsque σ ą 0, se
ramène à un calcul sur la loi N p0, 1q.

Proposition 10.1.0.3. Soit X „ N pm,σ2q de densité fm,σ2 lorsque σ ą 0. On a alors :
‚

ş

R
fm,σ2pxqdx “ 1.

‚ ErXs “ m et VpXq “ σ2.

Démonstration. ‚ En appliquant un changement le variable u “ px ´ mq{σ, on a
ż

R

fm,σ2pxqdx “

ż

R

f0,1puqdu “
1

?
2π

ż

R

e´u2
{2 du :“

1
?
2π

I

avec I “
ş

R
e´u2

{2 du. En appliquant le théorème de Fubini (pour les fonctions positives) ainsi qu’un changement
de variable en coordonnées polaires, on obtient

I2 “

ż ż

R2

exp

ˆ

´
x2 ` y2

2

˙

dxdy “

ż

rą0

ż 2π

θ“0

exp

ˆ

´
r2

2

˙

r dr dθ

“ 2π
“

´ e´r2{2
‰`8

0

ce qui montre le premier point.
‚ Pour le second point, le résultat est immédiat lorsque σ “ 0, sinon, on pose Y “ pX ´ mq{σ „ N p0, 1q. Il
suffit donc d’obtenir le résultat pour Y (i.e. pour la loi N p0, 1q) puisque l’on a alors

ErXs “ Erm ` σY s “ m, VpXq “ Vpm ` σY q “ σ2.

Remarquons que pour tout r ě 0, on a xre´x2
{2 “ op1{x2q en `8, donc d’après le critère de Riemann, on a

Er|Y |rs “ 2

ż `8

0

xre´x2
{2 dx ă `8.

En particulier, Y possède une espérance et une variance (finies).

ErY s “
1

?
2π

ż

R

xe´x2
{2 dx “ 0

car la fonction intégrée est intégrable et impaire. De plus, une intégration par parties nous donne

ErX2s “
1

?
2π

ż

R

x2e´x2
{2 dx “

1
?
2π

ż

R

x ˆ xe´x2
{2 dx

“
1

?
2π

“

xp´e´x2
{2q

‰`8

´8
`

ż

R

e´x2
{2

?
2π

dx “ 0 ` 1.
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Proposition 10.1.0.4. Si X „ N pm,σ2q, alors

ϕXptq “ exp

ˆ

itm ´
σ2t2

2

˙

.

Démonstration. Si σ “ 0, le résultat est évident. Sinon, encore une fois on pose Y “ pX ´mq{σ „ N p0, 1q et on
commence par prouver le résultat pour Y (i.e. pour la loi N p0, 1q). Comme Y est intégrable, ϕY est dérivable
et on a

ϕ1
Y ptq “ EriXeitX s “

ż

R

ixeitx
e´x2

{2

?
2π

dx p@t P Rq.

Une intégration par parties nous donne

ϕ1
Y ptq “

„

ieitx
ˆ

´
e´x2

{2

?
2π

˙ȷ`8

´8

`

ż

R

i2teitx
e´x2

{2

?
2π

dx “ ´tϕY ptq.

ϕY est solution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre, sa résolution nous permet d’obtenir

ϕY ptq “ Ce´t2{2 p@t P Rq

et nécessairement C “ 1 car ϕY p0q “ 1. Revenons maintenant à la v.a. X : pour tout t P R,

ϕXptq “ Ereitpm`σY qs “ eitm EreitσY s “ eitmϕY pσtq “ eitm´σ2t2{2.

Proposition 10.1.0.5. Si X „ N pm,σ2q et Y „ N pm1, σ12q sont indépendantes, alors

X ` Y „ N pm ` m1, σ2 ` σ12q.

Démonstration. Il suffit de remarquer que

ϕX`Y ptq “ ϕXptqϕY ptq p@t P Rq

et la fonction caractéristique obtenue est celle de la loi N pm ` m1, σ2 ` σ12q.

10.2 Vecteurs gaussiens
Définition 10.2.0.1. Un vecteur aléatoire X de Rn est dit gaussien si toute combinaison linéaires de ses

composante est une v.a. réelle gaussienne : pour tout pλ1, . . . , λnq P Rn,
n
ř

i“1

λiXi est une v.a. réelle gaussienne.

Remarque 10.2.0.2. Si on prend pλ1, . . . , λnq “ p0, . . . , 0q, alors
n
ř

i“1

λiXi “ 0 ce qui explique pourquoi on a

élargi la notion de v.a. gaussienne en incluant les constantes.

Corollaire 10.2.0.3. Si X “ pX1, . . . , Xnq est un vecteur gaussien, alors chaque composante Xi est une v.a.
gaussienne.

Remarque 10.2.0.4. Attention ! La réciproque du corollaire est fausse ! Si on considère des v.a. X1, . . . , Xn qui
sont des gausiennes (réelles), alors pX1, . . . , Xnq n’est pas nécessairement un vecteur gaussien. Considérons le
contre-exemple suivant. Soient X „ N p0, 1q et ε „ Rp1{2q (i.e. Ppε “ 1q “ Ppε “ ´1q “ 1{2q indépendantes.
On pose Y “ εX. On peut montrer que Y et X ont même fonction de répartition et donc même loi. Ainsi,
Y „ N p0, 1q. Par contre,

PpX ` Y “ 0q “ Ppp1 ` εqX “ 0q “ PptX “ 0u Y tε “ ´1uq “ Ppε “ ´1q “ 1{2

car
PptX “ 0u Y tε “ ´1uq “ PpX “ 0q ` Ppε “ ´1q ´ PpX ` 0qPpε “ ´1q

et PpX “ 0q “ 0 pX est à densité), donc X ` Y n’est pas une v.a. à densité et n’est pas une v.a. constante :
X ` Y n’est pas une v.a. gaussienne.
Par contre, si on on ajoute une hypothèse d’indépendance, la réciproque du corollaire devient valable.

Proposition 10.2.0.5. Si X1, . . . , Xn sont des v.a. gaussiennes indépendantes, alors pX1, . . . , Xnq est un vecteur
gaussien.

Démonstration. On note Xi „ N pmi, σ
2
i q pour 1 ď i ď n. On considère pλ1, . . . , λnq P Rn. On a alors λiXi „

N pλimi, λ
2
iσ

2
i q pour 1 ď i ď n et la proposition 10.1.0.5 nous donne

n
ÿ

i“1

λiXi „ N
ˆ n

ÿ

i“1

λimi,
n

ÿ

i“1

λ2
iσ

2
i

˙

.
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10.3 Complément sur les vecteurs aléatoires réels
Dans cette partie, nous considérons des vecteurs aléatoires réels non nécessairement gaussiens. On va géné-

raliser les notions d’espérance, de variance et de fonction caractéristique au cadre vectoriel. Soit X “

˜

X1

...
Xn

¸

un vecteur aléatoire de Rn.
Espérance : L’espérance de X est définie comme

ErXs “

˜

ErX1s

...
ErXns

¸

.

Matrice de covariance : Dans le cadre vectoriel, la variance devient une matrice, appelée matrice de
covariance et donnée par

Γ “ ErpX ´ ErXsqtpX ´ ErXsqs “ E rppXi ´ ErXisqpXj ´ ErXjsqq1ďi,jďns

“ pCovpXi, Xjqq1ďi,jďn.

En utilisant la linéarité de l’espérance, on obtient une autre formulation possible de la matrice de covariance :

Γ “ ErpX ´ ErXsqtpX ´ ErXsqs “ ErXtXs ´ ErXst ErXs.

Proposition 10.3.0.1. Toute matrice de covariance est symétrique semi-définie positive.

Démonstration. La symétrie est claire. On note m “ ErXs. Soit u P Rn quelconque : par linéarité de l’espérance
on a

tuΓu “ ErtupX ´ mqtpX ´ mqus “ ErptpX ´ mquq2s ě 0

d’où la positivité. Notons qu’elle n’est pas nécessairement définie positive car, par exemple, Γ “ 0 si X “

ErXs.

Fonction caractéristique : La fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire de Rn est donnée par

ϕX : Rn
Ñ C

t “

˜

t1
...
tn

¸

ÞÑ Ereixt,Xys “ Erei
řn

j“1 tjXj s

Proposition 10.3.0.2. La fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire caractérise sa loi.

Comme dans le cas réel, cette proposition est admise.

10.4 Transformation affine d’un vecteur gaussien
Proposition 10.4.0.1. Si X est un vecteur gaussien, alors Y “ AX ` B avec A P MpˆnpRq, B P Rp, est
un vecteur gaussien. On a ErY s “ AErXs ` B et la matrice de covariance de Y , notée ΓY est donnée par
ΓY “ AΓX

tA ;

Démonstration. Toute combinaison linéaire des composantes de Y ,
n
ř

i“1

λiYi, est une combinaison affine des

composantes de X,
n
ř

i“1

λi

ˆ

n
ř

j“1

ai,jXj ` bi

˙

, donc est une variable aléatoire gaussienne.

Par linéarité de l’espérance, on a ErY s “ AErXs ` B et

ΓY “ ErpY ´ ErY sqtpY ´ ErY sqs “ ErApX ´ ErXsqtpX ´ ErXsqtAs

“ AErpX ´ ErXsqtpX ´ ErXsqstA “ AΓX
tA.

Théorème 10.4.0.2. Soit X un vecteur gaussien d’espérance m et de matrice de covariance Γ. On a alors

ϕXptq “ Ereixt,Xys “ exp

ˆ

ixt,my ´
1

2
ttΓt

˙

pour t P Rn .

Corollaire 10.4.0.3. La loi d’un vecteur gaussien X est entièrement caractérisée par son espérance m et sa
matrice de covariance Γ. On note X „ N pm,Γq, notation cohérente avec la dimension 1.
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Démonstration. Soit t P Rn quelconque. On a

ϕXptq “ Ereixt,Xys “ Erei1Y s “ ϕY p1q

en posant Y “ xt,Xy. Remarquons que xt,Xy “ AX ` 0 avec A “ tt, donc d’après la proposition 10.4.0.1, Y
est un vecteur gaussien, donc une v.a. gaussienne car de dimension 1, d’espérance Am “ xt,my et de variance
AΓtA “ ttΓt. On a donc

ϕY puq “ exp

ˆ

iuxt,my ´
u2

2
ttΓt

˙

.

Il suffit alors de prendre u “ 1 pour conclure.

10.5 Indépendance
Contrairement au cadre général, l’indépendance est équivalente à la non-corrélation pour les vecteurs gaus-

siens.

Proposition 10.5.0.1. Soit X “ pX1, . . . , Xnq un vecteur gaussien. On a équivalence entre :
(i) X1, . . . , Xn sont indépendantes ;
(ii) X1, . . . , Xn sont deux à deux indépendantes ;
(iii) X1, . . . , Xn sont non corrélés ;
(iv) La matrice de covariance Γ de X est diagonale.

Démonstration. Pour n’importe quel vecteur aléatoire, on a (i) ñ (ii) ñ (iii) ñ (iv). Montrons donc que (iv)
ñ (i). Soit t P Rn quelconque,

ϕXptq “ Ereixt,Xys “ exp

ˆ

ixt,my ´
1

2
ttΓt

˙

“ exp

ˆ n
ÿ

k“1

ˆ

itkmk ´
1

2
Γk,kt

2
k

˙˙

“

n
ź

k“1

exp

ˆ

itkmk ´
1

2
Γk,kt

2
k

˙

“

n
ź

k“1

ϕXk
ptkq.

Cependant,
n

ś

k“1

ϕXk
ptkq correspond à la fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire dont les composantes

sont indépendantes et de lois gaussiennes N pmk,Γk,kq. Comme la fonction caractéristique caractérise la loi,
X1, . . . , Xk sont indépendantes.

Attention ! La non-corrélation de deux v.a. gaussienne n’implique pas l’indépendance lorsque l’on a pas
un vecteur gaussien. Reprenons l’exemple précédent : X „ N p0, 1q et ε „ Rp1{2q indépendantes. On pose
Y “ εX : Y „ N p0, 1q. On a ErXs “ ErY s “ 0, ErXY s “ ErεsErX2s “ 0 et donc CovpX,Y q “ 0. Néanmoins,
X et Y ne sont pas indépendantes : par exemple on a

PpX P r0, 1s, Y P r2, 3sq “ 0 ‰ PpX P r0, 1sqPpY P r2, 3sq ą 0.

10.6 Densité
Proposition 10.6.0.1. Si Z „ N p0, Inq alors Z est un vecteur à densité, de densité

fZpxq “
1

p2πqn{2
exp

ˆ

´
1

2
}x}2

˙

avec x P Rn .

Démonstration. Z „ N p0, Inq, donc Z1, . . . , Zn sont indépendantes et de même loi N p0, 1q. Ainsi, Z est un
vecteur à densité et sa densité vaut

fZpx1, . . . , xnq “

n
ź

i“1

fZi
pxiq “

1

p2πqn{2
exp

ˆ

´
1

2
px2

1 ` ¨ ¨ ¨ ` x2
nq

˙

.

Dans le cas général, il est naturel de se poser la question suivante : est-ce qu’un vecteur gaussien est à densité,
et si oui, que vaut cette densité ? En dimension 1, on s’est ramené au cas centré réduit en posant Y “ X´m

σ .
Dans le cas vectoriel, on souhaiterait faire la même chose mais pour cela il faut donner un sens à la racine carrée
de Γ (i.e. σ en dimension 1).
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Proposition 10.6.0.2. Soit Γ une matrice de covariance. Il existe une matrice A de même taille telle que
Γ “ AtA.

Démonstration. Γ est symétrique semi-définie positive, donc il existe une matrice orthogonale P et une matrice
diagonale

D “

˜

d1 0

. . .
0 dn

¸

telle que les coefficients diagonaux d1, . . . , dn sont positifs et Γ “ PDtP . On pose

D1{2 “

˜

?
d1 0

. . .
0

?
dn

¸

et A “ PD1{2tP de telle sorte que Γ “ AtA.

Proposition 10.6.0.3. Si X „ N pm,Γq, Z „ N pO, Inq et A est une matrice de même taille que Γ telle que
AtA “ Γ, alors AZ ` m a même loi que X.

Démonstration. D’après la proposition 10.4.0.1, AZ ` m est un vecteur gaussien de moyenne A0 ` m “ m et
de matrice de covariance A In

tA “ Γ.

Théorème 10.6.0.4. Si X „ N pm,Γq, alors X est un vecteur à densité si et seulement si Γ est inversible. Dans
ce cas, sa densité f s’écrit

fpxq “
1

p2πqn{2
a

detpΓq
exp

ˆ

´
1

2
tpx ´ mqΓ´1px ´ mq

˙

avec x P Rn .

Démonstration. D’après la proposition précédente, il suffit d’étudier le vecteur aléatoire Y “ AZ ` m avec
AtA “ Γ et Z „ N p0, Inq. La variable Z est à densité (sur Rn) et Y est une transformation affine de Z. En
particulier, Y prend ses valeurs dans le sous-espace affine E “ tAz ` m; z P Rn

u de Rn qui est de dimension
rgpAq. On remarque que rgpAq “ rgpΓq. Si Γ n’est pas inversible, A n’est pas inversible et f n’admet pas de
densité. Si Γ est inversible, A est inversible. On applique la méthode de la fonction muette : soit h : Rn

Ñ R
continue bornée quelconque.

ErhpXqs “ ErhpAZ ` mqs “

ż

Rn

hpaz ` mq
1

p2πqn{2
exp

ˆ

´
tzz

2

˙

dz1 ¨ ¨ ¨ dzn.

On fait le changement de variable suivant

ϕ : Rn
Ñ Rn

z ÞÑ Az ` m

ϕ´1 : Rn
Ñ Rn

y ÞÑ A´1py ´ mq

ϕ et ϕ´1 sont C1, donc ϕ est un C1-difféomorphisme. De plus,

Jacpϕ´1q “ detpA´1q “ pdetpΓ´1qq1{2 “ pdetpΓqq´n{2

et tzz “ tpy ´ mqtpA´1qA´1py ´ mq “ tpy ´ mqpAtAq´1py ´ mq “ tpy ´ mqΓ´1py ´ mq. Ainsi,

ErhpXqs “

ż

Rn

hpyq
1

p2πqn{2
exp

ˆ

´
tpy ´ mqΓ´1py ´ mq

2

˙

1

pdetpΓqq1{2
dy1 ¨ ¨ ¨ dyn

ce qui permet de conclure.
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